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Provisions techniques et capital de solvabilité
d’'une compagnie d’assurance :
méthodologie d'utilisation de Value-at-Risk

Frédéric Planchet et Pierre-E. Thérond

L’avénement du référentiel prudentiel Solvabilité 11 et, dans une moindre mesure, du
nouveau cadre comptable induit par la phase 11 de 1a norme IFRS dédiée aux contrats
d’assurance, va systématiser I'emploi de Value-ar-Risk (VaR) en assurance. Particu-
litrement utilisées en finance de marché. les techniques de calcul de VaR exigent une
adaptation spécifique dans un contexte assurantielle de par la nature des risques qui
sont ainsi mesurés. Schématiquement on distingue deux contextes, qui imposent des
approches différentes :

- la mesure du risque lié a la sinistralit¢ au moyen d’une VaR dans le corps de la
distribution : la provision devra suffire a payer les sinistres dans 75 % des cas:

~ la mesure de risque lié a la ruine de la compagnie par le biais d'une VaR d’ordre
trés €levé : le capital de solvabilité devra permettre i la compagnie de ne pas étre
en ruine avec une probabilité supérieure 2 99.5 %.

Dans la premigre situation, que 1'on adopte une approche VaR historique ou que I'on
cherche a modéliser la sinistralité, on reste dans un cadre dans lequel on dispose
d'un matériel statistique de taille relative mais suffisante pour estimer une VaR dans
le corps de la distribution. Dans le second cas, on est en revanche confronté en
I"absence d’observations et il convient alors, dans un premier temps, de modéliser les
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variables de base qui influent sur la solvabilité de la compagnie, dans un deuxieme
temps, de simuler Ia ruine de la compagnie et enfin d’estimer une VaR d'ordre tres
dlevé. Cette derniere étape nécessitera le recours i la théorie des extrémes.

Dans ce travail, on s'attache & présenter les contextes de calcul de VaR en assurance,
les résultats probabilistes sous-jacents et les limites de ces critéres.

Mots clés : Solvabilité, extrémes, Vulue-at-Risk.

ABSTRACT

The advent of the future European prudential framework (Solvency II) and, to a
lesser extent, of the phase [1 of the IFRS dedicated to the insurance contracts, will
systematize the use of the Value-at-Risk (VaR) risk measure in insurance. Especially
used for financial purposes. the measure of an insurance risk by a VaR technique
requires a specific adaptation. Schematically we may distinguish two different
contexts, which impose distinct approaches:

~ the measurement of the risk related to the sinistrality by the use of a VaR in the
heart of the probability distribution: the technical provision will have to be enough
to pay the claims with a 75% probability:

- the measurement of risk related to the ruin of the company by the mean of a very
high order VaR: the solvency capital must to be calibrated to control the ruin if
the insurer with a probability higher than 99.5%.

In the first situation, the two standard approaches (historical VaR or modelling the
sinistrality) can be based on a statistical material of relative but sufficient size to
estimate a VaR in the heart of the probability distribution. In the second case. we are
confronted to the absence of observations. Also we have to model the basic variables
which influence the solvency of the company in order to be able to simulate the ruin
of the company and finally to estimate the high order VaR. This last stage will require
the use of Extreme Value Theory.

In this paper, we present the contexts of VaR computation in insurance, the related

probabilistic results and the limits of these kinds of criterion for insurance purposes.

Keywords: Solvency, extremes, Value-at-Risk.

1. INTRODUCTION

A T'instar de ce qu'a connu le monde bancaire ces derniéres
années avec |'avénement des accords dits de B, le I, le monde euro-
péen de I'assurance se prépare a se doter d'un nouveau référentiel
prudentiel qui résultera du projet Solvabilité 11. Construit également
sur une structure a trois piliers, le futur systéme de solvabilité vise a
ce que les entreprises d’assurance mesurent et gérent mieux les ris-
ques auxquels elles sont soumises. Une bonne gestion des risques
aura pour conséquence une moindre exigence en termes de capitaux
propres. Le premier pilier, consacré aux exigences quantitatives, fait
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largement référence a des mesures de risques bien connues des finan-
ciers, les Value-at-Risk (VaR). Les travaux en cours sur Solvabilité 11
prévoient que les assureurs devront disposer d'un montant de provi-
sions techniques' leur permettant d'honorer leurs engagements de
payer les prestations avec une probabilité de 75 % (a ce stade, une
approche cost of capital est également envisagée en assurance-vie).
Ils devront de plus disposer d’un niveau de fonds propres leur per-
mettant de ne pas €tre en ruine, a horizon un an, avec une trés forte
probabilité (a priori 99,5 %).

Pour mémoire, dans le systeéme actuel, les montants de provi-
sions sont, le plus souvent, déterminés par des méthodes déterminis-
tes prudentes (méthodes et hypothéses conservatrices d’estimation
de la charge ultime de sinistres et absence d’actualisation ou actuali-
sation a un taux résolument prudent). L'exigence minimale de fonds
propres est quant a elle régie par le systéme de la marge de solvabi-
lité€ : les assureurs doivent disposer d’un niveau de fonds propres et
de plus-values latentes sur les placements financiers supérieur a une
exigence de marge de solvabilité qui est exprimée en pourcentage
des provisions mathématiques en assurance vie, et en pourcentage
des primes pergues ou des sinistres payés en assurance non-vie. Ce
systeme est donc entierement déterministe et ne fait pas explicite-
ment référence au risque réellement supporté par la compagnie. En
particulier, deux entreprises qui ont des profils de risque trés diffé-
rents mais les mémes éléments comptables se voient exiger un méme
niveau de capitaux propres?. Il convient néanmoins de préciser que,
d’un point de vue prudentiel, ce systéme s’avére relativement effi-
cace au vu du faible nombre de sociétés d’assurance européennes qui
ont fait faillite au cours des derniéres années.

Si elles font toutes les deux références a une VaR, les deux nou-
velles exigences quantitatives prévues par Solvabilité 11 sont trés dif-
férentes de par leur nature. L'exigence portant sur les provisions
techniques ne va pas poser de probléme pratique majeur. En effet. les
assureurs disposent d’'un nombre conséquent d’observations et de
méthodes stochastiques de provisionnement robustes. De plus le
quantile a estimer n’est pas tres élevé, on se situe donc dans le coeur
de la distribution pour lequel on dispose d'une information de qua-
lit€. Il en va différemment pour la détermination du niveau souhaita-
ble de fonds propres ou Solvency Capital Requirement (SCR). En
effet, I'assureur n’observe pas directement la variable d’intérét (le
résultat), il ne dispose donc pas de matériel statistique pour estimer
directement la VaR. Une formule standard® sera proposée et aura
pour vocation d’approcher autant que possible le critére de probabi-
lit€ de ruine. Le projet prévoit, qu'en parallele, les sociétés pourront
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construire un modéle interne qui, sur la base de la modélisation de
I'ensemble des variables influant la solvabilité de la compagnie, per-
mettra de simuler la situation de la société a horizon un an et ainsi
de mesurer le niveau de fonds propres dont a besoin aujourd’hui la
compagnie pour ne pas €tre en ruine, un an plus tard, avec une pro-
babilité de 99,5 %. La construction d’un tel modele est une probléma-
tique a part entiere : elle nécessite la modélisation fine des variables
de base et de leurs interactions. Un tel modele doit de plus intégrer
des contraintes techniques liées a la puissance de calcul informati-
que. Par ailleurs. le montant a estimer est un quantile extréme de la
distribution. Une estimation empirique naive robuste par le quantile
empirique a 99.5 % nécessiterait un nombre de simulations extréme-
ment important, chacune de ces réalisations résultant de la simulation
de différents phénomenes tels que la sinistralité, 1'écoulement des
provisions techniques. I'évolution des actifs financiers, etc. L'esti-
mation d’un tel quantile devra donc passer par 1"utilisation des tech-
niques issues de la théorie des extrémes qui s'est particulieérement
développée depuis le milieu des années 70 et les travaux de Pickands
(1975) et Hill (1975). et plus récemment de Smith (1987), Dekkers et
deHaan (1989) ou encore Dekkers et al. (1989) et a été rapidement
appliquée aux problématiques financiéres et assurantielles (Embrechts
et al. (1997)). Or ces résultats utilisent les données de queue; cela pose
un nouveau probléme, celui de la robustesse de ces données qui, rap-
pelons-le. ne sont pas observées mais simulées. En effet, les modeles
internes passeront, le plus souvent, par une modélisation paramétri-
que des variables de base (évolution du cours des actions par exem-
ple), or ces modeles ne collent pas parfaitement aux observations. En
particulier les parametres sont estimés sur I’ensemble de la distribu-
tion au risque de ne pas bien représenter les queues de distribution.
Dans la problématique qui nous intéresse, ce sont justement ces queues
de distribution qui vont engendrer les situations les plus catastrophi-
ques en termes de solvabilité, i.e. les valeurs extrémes sur lesquelles
vont reposer I'estimation de la VaR 4 99.5 %. Ceci pose le probleme
de la robustesse de ce critere de VaR 2 99.5 %, avec en ligne de mire
le souci de la sécurité des assurés : les sociétés d'assurance pour-
raient €tre tentées, en jouant sur les parametres ou sur les modeles des
variables de base. de sous-estimer le SCR.

Apres avoir décrit les spécificités du calcul de VaR en assurance,
nous présentons différentes méthodes d’estimation de quantiles extré-
mes, puis nous explicitons et illustrons les limites de la mesure de
risque proposée pour déterminer le SCR dans le projet Solvabilité I1.
Dans un souci de clarté, les principaux résultats de la théorie des
extrémes utilisés dans ce travail sont présentés en annexe.
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2. CALCUL DEVAR EN ASSURANCE

La transposition de la VaR (et de la TVaR) aux problématiques
d'assurance est récente et impose une approche radicalement diffé-
rente de |'approche bancaire. En effet, la situation de rétérence du
monde bancaire consiste a estimer la VaR sur un échantillon impor-
tant de gains / pertes sur un portefeuille ou une position. Les données
sont disponibles en quantité, avec une fréquence importante. Les
approches de type VuR historique sont ainsi le socle sur lequel sont
construits de nombreux modeles bancaires (cf. Christoffersen et al.
(2001)). L'adaptation des techniques bancaires au portefeuille d’actifs
d’un assureur nécessite un certain nombre d’aménagements, essen-
tiellement pour tenir compte de la durée de détention plus impor-
tante. On pourra par exemple se reporter a Fedor et Morel (2006) qui
présentent des analyses quantitatives sur ce sujet.

Dans le cadre de la détermination du capital de solvabilité, de
nouvelles difficultés apparaissent; la nature des données disponibles
invalidant I'approche historique. Il convient ici de revenir sur les
situations d’assurance dans lesquelles on est amené a évaluer des
VaR; en pratique on peut en distinguer principalement deux, dont on
va voir qu'elle imposent des approches différentes :

— le calcul d’une provision via un quantile a 75 % de la distri-
bution des sinistres;

— la détermination du niveau du capital de solvabilité (SCR)
pour contrdler une probabilité de ruine a un an en imposant
que celle-ci soit inféricure a 0.5 % a horizon un an.

La premiére situation constitue une simple évolution par rap-
port a la situation qui prévaut actuellement; en effet, les provisions
sont aujourd’hui calculées sur la base d'une espérance (approche
best estimate, cf. Blum et Otto (1998)). On congoit que, du point de
vue de la technique statistique, les deux calculs (calcul d’une espé-
rance et calcul d’'une VaR a 75 %) ne soient pas fondamentalement
distincts. En particulier on dispose dans les deux cas de données per-
mettant de mettre en oeuvre les techniques classiques de statistique
inférentielle. En pratique, on propose souvent une modélisation de la
charge des sinistres a I'aide d'un modele paramétrique et tout se
ramene alors a I'estimation des parameétres de la loi considérée (cf.
Partrat et Besson (2005) pour une revue des lois les plus utilisées en
pratique).

Pour ce qui concerne la détermination du capital de solvabilité
(SCR), la situation est radicalement différente; en effet. on ne dis-
pose que de trés peu de données directes (quelques années au plus
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d’observation du résultat par exemple) et d’aucune donnée dans la
zone de la distribution concernée (si on en avait, 1'assureur aurait fait
faillite ...). Alors que dans le cas précédent la variable d’intérét était
directement observable, la VaR a calculer est maintenant la résultante
d’un modele. souvent complexe, mettant en jeu les différents postes
du bilan de 1'assureur : prestations, provisions, actifs financiers, etc.

La démarche va donc consister a construire un modele en décri-
vant chaque poste du bilan; en pratique 1'approche consiste a modé-
liser le passif, dont le poste le plus important est constitué des provisions
techniques, puis I'actif et enfin les éventuelles interactions actif / passif.
Apres avoir estimé les parametres de ces modeles, on peut obtenir, en
général par des techniques de simulation, une estimation de la loi du
résultat; de cette estimation on déduira enfin le niveau de la VaR
cherchée. La mise en pratique d'une telle démarche comporte a cha-
que étape des risques qu'il importe a minima d’identifier :

— un risque de modele : le modele utilisé n’offre qu'une repré-
sentation imparfaite de la réalité; au surplus, les modeles
usuellement employés tant a I'actif qu'au passif conduisent
a sous-estimer les situations extrémes; nous reviendrons
sur ce point potentiellement trés pénalisant dans 1'approche
Solvabilité II;

— unrisque d'estimation : les parametres estimés qui alimente-
ront le modele sont entachés d'une erreur. Les conséquences
de cette erreur peuvent étre lourdes dans le cas d’un modele
peu robuste (voir par exemple Windcliff et Boyle (2004)
pour une illustration dans le cas du modele de Markowitz);

— un risque de simulation : la distribution du résultat sera, en
général, obtenue par simulation, et ne sera donc qu*approchée.

De plus, s’agissant de I'estimation d’un quantile d’ordre élevé
(VaR 299.5 %). et la forme de la loi du résultat n'étant en général pas
aisée a ajuster globalement a un modele paramétrique. il faudra se
tourner vers les techniques de valeurs extrémes pour calculer finale-
ment la mesure de risque, avec I"apparition ici d'un nouveau risque
d’estimation, sur la queue de la distribution simulée.

La figure | propose une synthese de ces différents risques et des
situations dans lesquelles on les rencontre. Typiquement les études
de variations extrémes de variables financiéres classiques s’inscri-
vent dans le cadre des branches A3 ou Al : on dispose d'un nombre
important d’observations et les variables sont relativement réguli¢-
res (elles possedent généralement des moments d’ordre 3 ou 4). En
assurance, I'estimation d'une VaR a 75 % dans le cadre de la déter-
mination d'une provision Solvabilité Il par exemple, correspondra,
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dans le meilleur cas, a la branche Al pour les risques pour lesquels
on dispose de beaucoup d’observations (risques non-vie a forte fré-
quence) et le plus fréquemment aux branches B4 ou B5 (on se donne
un modele, paramétrique le plus souvent, puis selon le cas on estime
les parametres et I'on en déduit la VaR ou I'on procede par les métho-
des de Monte Carlo). L’estimation du SCR procede, quant a elle, de
la branche B3 qui cumule les risques de modele, de simulation et
d’estimation (a deux reprises).

Les risques d’estimation et de simulation ne sont pas spécifi-
ques a la problématique du présent travail, et les techniques propres
a les controler sont robustes et accessibles.

En revanche, le risque de modele prend ici une importance par-
ticuliere; de fait, et comme on I’illustre infra, la mesure correcte du
capital de solvabilité impose de refondre I’ensemble de la modélisa-
tion des postes du bilan pour prendre en compte correctement les
événements extrémes et €viter ainsi une sous-estimation du capital
de solvabilité.

FIGURE | )
TYPOLOGIE DES DIFFERENTS RISQUES RENCONTRES

Approche
inferentielle directe | (1)
A

Estimation

Existence de données observables
Model I
de Ia variable d'intérét globale | (2)

Modele  Estmaton Simutaton

Theorie 3)
Caleul de VaR des extrémes
Simulavion JAN
Estmaotion
8 Approche
Modélisation de Simuloton inferentielle indirecte @ |
la variable d'intérét ‘ !
Estmation
Modele =
direcie Formules fermées | (5)
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3. NOTATIONS

Considérons un n-échantillon de variables aléatoires (v.a.) X,.
.» X, indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) de fonction
de répartition F et de fonction de survie F : x> 1 — F(x). La statisti-

que d’ordre associ€e sera notée X, . ..., X, et est définie par
min{X....X })=X <X <..<X =max{X... X} (1)

Par ailleurs, on notera F la fonction de répartition de la v.a. X
qui représente le surplus au-dela du seuil u de X, lorsque X dépasse
le seuil u, soit

F(x):=Pr[ X<x]:=Pr[X-u<x|X>u] (2)

On notera de plus x, la borne supérieure du support de X de
fonction de répartition F, soit

x.:=sup{x € R, F(x) < 1}. (3)

Enfin, nous noterons N, le nombre d’observations qui dépassent
le seuil u, soit

=il.\‘.>u . (4)
=l

4. ESTIMATION DE QUANTILES EXTREMES

Placons-nous dans la situation standard ou I'on observe directe-
ment des réalisations du phénoméne dont on souhaite déterminer la
valeur qu'il ne dépassera qu'avec une faible probabilité. L'objet de
ce paragraphe est de préciser les différentes méthodes d’estimation
possibles et de mesurer les erreurs d’estimation commises relative-
ment a la quantité de données disponibles. Les différentes méthodes
sont illustrées a partir d’un échantillon simulé de réalisations d'une
variable aléatoire de loi de Pareto de premiere espece.

4.1. Estimation naturelle

Comme X, est un estimateur naturel du quantile d’ordre
1 -(k=1)/n, un ‘estimateur naturel de F'(p) (p €)0:1]) est

(Ipnl=pn+1) X"_Uml_,_" + (pn — [pn]) Xtpnin (5)
ou [.] désigne I'opérateur partie entiére.

Cette méthode nécessite pour étre efficace en pratique un volume
de données jamais disponible dans notre contexte.
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4.2. Ajustement a une loi paramétrique

Une méthode naturelle consiste a ajuster I'ensemble des données
a une loi paramétrique puis a estimer la fonction quantile au niveau
de probabilité souhaité. En effet, on rappelle que si 0 est |'estimateur
du maximum de vraisemblance (e.m.v.) du parametre 6 de la loi de X,
alors ' (p) est I'e.m.v. de F*!(p). De plus, les méthodes quantiles
bootstrap BC (BCa) (cf. Efron et Tibshirani (1993)) permettent d’obte-
nir des intervalles de confiance de I’estimation.

Cette méthode d’estimation se décompose en deux étapes :

— ajustement a une loi paramétrique : choix d'une ou plusieurs
lois, estimation des parametres, tests d’adéquation;

— inversion de la fonction de répartition (analytiquement quand
c’est possible, numériquement sinon).

La principale difficulté de cette méthode consiste en le choix
des lois paramétriques qui vont étre utilisées. Elles doivent répondre
a la double contrainte de permettre une évaluation numérique de leur
fonction quantile aux ordres souhaités et doivent étre en adéquation
avec les données. Ce dernier point est particulierement problémati-
que dans la mesure ou I'estimation des parametres est effectuée sur
I'ensemble de la distribution observée et représente rarement bien les
valeurs extrémes. A moins d’étre assuré que la loi choisie pour 1" ajus-
tement est la véritable loi d’ou sont issues les données, ce qui est
exceptionnel en pratique, I'intérét de cette méthode apparait trés
limité dans un contexte d’estimation de quantiles extrémes.

4.3. Approximation GPD

Connue sous le nom de méthode POT (Peaks Over Threshold),
cette technique repose sur le théoréme 6 qui établit que, pour u assez
grand, F peut étre approximée par une distribution Pareto généralisée
(GPD). Une fois les parametres de la GPD estimés (cf. le paragraphe
A.3), comme F(x) = F(u) F (x - u), on dispose de I'approximation
suivante :

11§

- N £
F(x)=—% l+-§—(x—u) , (6)
n B

pour x > u. L'inversion de cette fonction de répartition nous fournit
un estimateur de la fonction quantile F' aux ordres élevés :

- n [
.\'l,=u+E —=-p| 1] (7)
SN
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N.B. Si I'on choisit comme seuil une des observations X, (par
exemple le quantile empirique a 99 % pour estimer le quanule a
99.5 %) alors N, = k et Iestimateur se réécrit de la maniere suivante

[ (1- p)) =11 (8)

Cette méthode présente en pratique la difficulté du choix du
seuil u. En effet, u doit étre assez grand pour que 1'approximation
GPD soit bonne mais pas trop proche du quantile a estimer de maniére
a ce que I'on dispose de suffisamment de matériel statistique pour
que I’estimation de la probabilité d’étre entre u et ce quantile (esti-
mation qui fait apparaitre N ) soit fiable.

x =X

P k+ln

J‘ﬂ)l'@)

pourp>1—-k/n.

La problématique posée par le choix de u est similaire a celle
du choix du nombre d'observations a utiliser dans le cadre de I'esti-
mation de Hill de I'épaisseur de la queue de distribution (cf. le para-
graphe C.2.4).

Une approche pratique visant a choisir le seuil « consiste a tracer

e (u): ——Z[X —u] (9)

url

I'estimateur empirique de 1'espérance résiduelle de X et a choisir u
de maniere a ce que ¢ (,) soit approximativement linéaire pour x 2 u.
En effet, comme la fonction espérance résiduelle d'une loi GPD de
parametre £ < | est linéaire :

e(v):=E[, X]—§+—§\ (10)
[-§
on cherchera un u aussi petit possible sous la contrainte que I'estima-

teur empirique de 1'espérance résiduelle des exces au dela de u« soit
approximativement linéaire.

I ne faut pas attendre de cette technique /a bonne valeur de u,
elle fournit néanmoins une aide précieuse. En pratique, plusieurs
valeurs de u doivent étre testées.

4.4. Estimateur de Hill

Considérons les fonctions de répartition appartenant au domaine
d’attraction maximum (DAM) de Fréchet (§ > 0). Le théoréme 5
nous indique que F(x) = x5 £ (x), o L est une fonction a varia-
tion lente. Ainsi, on a
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Fx) Lo [ x 'Hg_ (11)
F(Xlnl.n) L(Xhl.u) X

k+l.n

Pour k suffisamment petitet x2 X, . on peut négliger (au pre-
mier ordre) le rapport des fonctions a variation lente; il vient alors

118
F(x) = F(xml,,)(-x—] . (12)
k+ln

D’ou I’on déduit I’estimateur de F :

g gl
F(x)=l——( X ] . (13)

n

A+l

pourx>X, . L'inversion de cette fonction nous donne I’estimateur de
Hill de la fonction quantile pour des ordres élevés (p > 1 -k /n):

4
=X, [%(1—,:)) : (14)

Le probléme du choix de k est similaire a celui rencontré dans
I"estimation du parametre de queue & (cf. I'annexe C.2.4).

4.5. lllustration

La figure 2 illustre les différentes techniques dans le cadre de
I'estimation d’un quantile extréme d’une loi de Pareto de premiere
espece, i.e. de fonction de répartition

rll

F(x):l-('—j,.pour > 5 S (15)
x

Une telle loi appartient au DAM de Fréchet. La méthode POT
(exacte dans le cas d’une loi de Pareto de premiere espéce) et 1'esti-

mateur de Hill donnent des résultats comparables et nettement plus
précis que I’estimateur naturel.
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FIGURE 2
ESTIMATION D’UN QUANTILE EXTREME :
ERREUR RELATIVE D’ESTIMATION
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5. ROBUSTESSE DU SCR

L'objet de ce paragraphe est de préciser les limites d'un critere
de type VaR extréme pour fixer le capital de solvabilité d'une société
d’assurance. En effet la complexité du dispositif a mettre en place
rend la pertinence des résultats issus du modele interne toute relative.
Deux points sont plus particulierement développés et illustrés a 1’ aide
d’un exemple simple : I'erreur d’estimation des parametres des varia-
bles de base puis I'erreur de spécification de modele de ces variables.

5.1. Estimation des paramétres des variables de base

Considérons le modele interne simplifié inspiré des travaux de
DeelstraJanssen98 dans lequel les sinistres de 1'année sont modélisés
par une variable aléatoire de distribution log-normale et payés en fin
d’année. Supposons de plus que le rendement des actifs financiers
sur la période soit gaussien et indépendant de la sinistralité.

Formellement, notons B ~ £ N (m, s) la v.a. modélisant le mon-
tant a payer en fin de période et p ~ A/(j, ©) le rendement financier
sur la période. Déterminons le montant minimal d’actif a, dont doit
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disposer I'assureur en début de période pour ne pas étre en ruine, en
fin de période, avec une probabilité supérieure a 1- o.. Formellement,
a, est la solution d’un probléme d’optimisation :

a,=min {a201PrlaeP 2B]>1-a]}. (16)

Comme Be® ~ L N(m ~-1,Vs* +o° ) . on dispose d'une expres-
sion analytique pour la valeur de a :

a, =exp{(m—u)+\/s:+03<D"(l—a)}. (17)

Etudions 2 présent le sensibilité de a, aux parametres des mode-
les de base. Par exemple pour le passif, on a

l..aa_('z y (18)
a, om
et

(] ds \“-#G:/S2 .

Ainsi une erreur relative d’estimation du paramétre m conduit a
la méme erreur relative sur a,,. Par ailleurs, une erreur relanve del %
sur s conduit a une erreur relative de ®'(1-o) / Vi+o® /s’ sura,,

ce qui dans le cas ol s = 0, pour une VaR a 99,5 % représente une
erreur 1,82 fois plus grande.

a

5.2. Simulation

La complexité inhérente a la modélisation du résultat d'une
activité d'assurance rend incontournable le recours aux techniques
de simulation pour obtenir des résultats numériques.

Si le principe de base de ces méthodes est simple et universel
(utilisation de la convergence forte de la Loi des grand nombres), une
mise en oeuvre efficace nécessite de prendre quelques précautions.
En effet, I'utilisation de résultats approchés par simulation est source
de différentes erreurs :

— fluctuations d’échantillonnage liées au nombre fini de tirages
effectués;

— biais de discrétisation lors de la transformation d’un modeéle
continu dans sa version discréte;
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— erreurs associées aux approximations utilisées par certaines
techniques d’inversion;

- biais induits par un choix mal approprié du générateur de
nombres aléatoires.

Aussi, les algorithmes utilisés devront permettre un controle
quantitatif de I’ensemble de ces sources d’erreurs afin de pouvoir
calibrer le nombre de tirages nécessaire pour le degré de précision
(un niveau de confiance étant fixé a priori) requis.

5.3. Spécification du modéle

5.3.1. Contexte et motivation

La construction d'un modele interne nécessite la modélisation
des différentes variables influant sur la solvabilité de I'assureur. Pour
ce faire, la premiere étape consiste en la modélisation de ces diffé-
rentes variables. Dans le cas d'ajustements paramétriques, il est natu-
rel d’effectuer 1'estimation des parametres et les tests d"adéquation
sur I'intégralité des données disponibles. Cependant, dans notre pro-
blématique, ce sont les queues de distribution qui vont influer sur le
niveau du SCR. Or celles-ci sont souvent mal décrites par |'approche
globale utilisant une loi paramétrique simple unique. En particulier,
la plupart des modeles usuels (log-normal, Benktander, etc.) condui-
sent a des lois dans le DAM de Gumbel alors que les observations
tendent a opter pour des queues de distribution dans le DAM de
Fréchet. En effet, les modeles stochastiques qui fonctionnent actuel-
lement chez les assureurs ont initialement été créés pour effectuer
des études de rentabilité ou calculer des provisions techniques; les
résultats étant, le plus souvent, appréciés par des critéres de type
espérance-variance (ou VaR dans le coeur de la distribution ~ 75 %
par exemple), la modélisation des événements extrémes a dans ce
contexte une influence toute relative. Dans 1'approche Solvabilité I,
on ne s’intéresse quasiment plus qu’aux valeurs extrémes de la varia-
ble d'intérét : le capital dont on doit disposer aujourd hui pour ne pas
étre en ruine dans un an. Cette remarque est a nuancer par le fait que
la plupart des assureurs qui investissent dans le développement de
modeles internes escomptent, qu'a quelques aménagements pres,
celui-ci leur permettra d’affiner leur plan stratégique et de répondre
aux futures exigences comptables résultant du passage a la phase 1l
de la norme dédiée aux contrats d’assurance.

Considérons le modele présenté ci-dessus. La figure 3 présente
un échantillon de 1 000 réalisations du montant d actif dont doit dis-
poser la société en 0 pour ne pas étre en ruine en 1. Les cing points
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soulignés correspondent aux cing scénarios qui ont conduits aux
valeurs maximales. On remarque sur la figure 4, qui représente les
probabilités associées a chaque grandeur, que ces points se situent
dans la queue de distribution d'au moins une des deux variables de
base. Or justement aux queues de distribution, I’adéquation des don-
nées au modele retenu est souvent imparfaite.

FIGURE 3 .
MODELE INTERNE SIMPLIFIE : IDENTIFICATION
DES VALEURS EXTREMES

1751

165

Logarithme de la sinistralité
o~

15
I 4'5 ) & 1 A A i ' J
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Rendement financier
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FIGURE 4
MODELE INTERNE SIMPLIFIE : IDENTIFICATION
lra®. ¢ . . * ry -
-t . . ’r
. . . ., 'o: e .« T * . * “‘ -~ ¥
Ohe o , ®° .4 . . - .
09 | SveTw oL e b .3
"’0‘ ® - P . o, - L 3 »: ¥
o *Sasle Tat .t A
pon . e +%, 0 . ¢ et e
0_8 :o - .'. % g o. "‘n ” e @ .'. * . ® .
. * "‘.0 - .":".o.' s C :" : :: .t < . 34
? .: » LR IR 00 v el . * *e LA P
b4 0.7 A3 . .’\' g e * . 'o .. e
= M SRR RE T2 RS R 5.2 . 3 "0‘( X
.s o o* AR PO R Y .0‘ - 2 FORC I
L2 0.6 o & " PO . . e @ . 0..0 5o 0'.
-
g o 3 . ..‘o TR s : v e, ; *%e %
. -> .
: 0.5 ‘.‘ * . + P ;‘ » ':: .o..o“: .. . 6‘. .0'
. . . .
> .o. . . 80, aal . .'.'0 . : 3. ) e 9:0
04 L' . . .« *s . 2 ‘e . .
. . w e T . ~ - . 2 °
2 o 2,8 "o e Lleen, g §, o m ewiy
c b 3% o @80 0 oY & W . ¢ o ‘0’ . .
n 0.3 -" - o 3 - ‘e eyt s N 4 5 . .
PR TN RN :4 PR ¥ 4 LAY c:. %
0 e et 4 e . -~ .
02 | = 2o e :.::1 5 ‘e c et : Se : ..‘ » S
., . . .
P e " $* '.o. ““ * e o".‘. "o‘o
§ ‘0 * - - o *” - ° -
01 K 3 Y X v e
Y o . 0 * . . A . V4
. . L + . 4 .
% . o -~ ¢ ° . * o « ¥y .
* ‘. . . A d . * et . . e % 0 *
17 Sica_a tl # " Ta L% e oy » ¢ 4 )
0 0, 02 03 04 05 06 07 08 09 |
Rendement financier (probabilité)

5.3.2. Modélisations avancées

Considérons la figure 5 qui représente le QQ-plot normal du
rendement journalier du titre TOTAL (de juillet 2005 a avril 2006).
On peut d’ores et déja observer graphiquement que 1’ajustement sem-
ble globalement satisfaisant mais que les queues de distribution du
modele (en particulier celle des rendements négatifs pour ce qui nous
intéresse) sont trop fines. Les tests statistiques de Jarque-Béra et de
Lilliefors au seuil 5 % conduisent en effet a ne pas rejeter I'hypotheése
de normalité du rendement. Cependant, dans le cadre de la détermi-
nation d'un SCR sur le fondement d"un critére VaR 2 99.5 %, le modele
gaussien tendrait 2 minimiser le risque pris en investissant sur ce
placement. Par exemple, sur les données du titre TOTAL, le quantile
a 0,5 % du rendement quotidien observé vaut —0,0309 alors que le
quantile du méme ordre du modele gaussien ajusté vaut —0.0286, ce
qui représente une erreur de 1'ordre de 7.5 %.
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FIGURE §

RENDEMENT JOURNALIER DUTITRETOTAL :
QQ-PLOT LOI EMPIRIQUE VS LOI NORMALE
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Pour remédier a cela, dans les situations ou 1'on dispose d'un
nombre conséquent d observations, on pourrait étre tenté dadopter
une approche non-paramétrique en utilisant la distribution empiri-
que. Cela n’est toutefois pas satisfaisant en pratique, car de telles
approches sont techniquement plus difficiles a implémenter, néces-
sitent des temps de simulation plus longs et pénalisent une compré-
hension simplifiée du modele. Dans ce contexte, il est naturel de
conserver une approche paramétrique et de rechercher un modele qui
représente mieux les queues de distributions.

Le modele suivant est une extension naturelle du rendement
gaussien. Supposons que le rendement de 1'actif sur la période soit
régi par le processus suivant

N
p=p+0(be(b+cuzer . (20)
1=l

oules € . € . ... sont des v.a.i.i.d. de loi A(0, 1) et indépendantes de
N ~ P (L) (A > 0). Ce processus est une version mono-périodique du
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processus de Merton (1976). L'estimation des paramétres par maximum
de vraisemblance nécessite I'utilisation de techniques numériques
(cf. Planchet et Thérond (2005)).

Dans notre problématique, on peut toutefois souhaiter calibrer
manuellement les paramétres de maniere a alourdir les queues de
distribution. Par exemple, en fixant 1'espérance et la variance globale
du rendement (identiques a celle du modele gaussien), on peut pon-
dérer la variabilité représentée par la composante a sauts de maniére
a ce que la queue de distribution du modele soit aussi lourde que
celle des observations. Formellement, cela revient a choisir A, o, et
G, sous la contrainte :

6 +Ao’=0" (20
La figure 6 représente cet ajustement. En la comparant avec la
figure 5, on observe que les queues de distributions ont été alourdies.

D’une maniere générale, la démarche illustrée supra dans le cas
de la modélisation du rendement financier devra étre reconduite pour
I'ensemble des variables de base a I'actif et au passif sous peine de
sous-estimer le SCR.

FIGURE 6
RENDEMENT JOURNALIER DUTITRETOTAL :
QQ-PLOT LOI EMPIRIQUE VS MODELE DE MERTON
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6. CONCLUSION

Le projet Solvabilité Il a pour objectif d'établir un référentiel
prudentiel harmonisé et cohérent a I'ensemble des sociétés d’assu-
rance européennes. Pour cela, il prévoit notamment d'inciter les
sociétés a mieux modéliser leurs risques en les autorisant a construire
des modeles internes qui aboutissent a un capital de solvabilité infé-
rieur a celui fourni par la « formule standard ».

Cependant, nous avons vu que la robustesse du critére VaR a
99,5 % sur des données non-observées mais générées par le modele
interne est toute relative. En particulier, les modeles stochastiques
actuellement en place chez les assureurs (tant a I’actif qu’au passif)
ne sont pas orientés vers 1'estimation de valeurs extrémes et sont, le
plus souvent, construits a partir de modélisations des « variables de
base » qui sous-estiment les queues de distribution. L’utilisation en
I'état de tels modeles conduirait a sous-estimer le SCR.

Aussi les sociétés d’assurance qui souhaiteront développer un
modele interne devront modéliser plus finement les queues de distri-
bution. Parallelement, les autorités qui auditeront les modeles inter-
nes devront porter une attention particuliere a celles-ci dans le
processus de validation. En particulier, une harmonisation au niveau
européen de ces procédures est indispensable sous peine d’introduire

une distorsion de concurrence entre les différents intervenants.

Au global, la prise en compte du criteére de contrdle d'une pro-
babilité de ruine qui sous-tend le dispositif Solvabilité I1 implique
donc une profonde refonte des modeles utilisés jusqu’alors dans les
sociétés d'assurance.
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ANNEXE A
LOI DE PARETO GENERALISEE (GPD)

A.l Définition

Définition A. 1.1 Soit H.  la fonction de répartition définie pour B >0 par

IS
T

I={l+=2x| . 20,
Hey()= ( ; ] sig

I-exp(—x/B) ., siE=0.
Cette fonction de répartition correspond 4 la loi de Pareto généralisée (GPD) de para-
maétres £ et 3. Elle est définie pour x > 0si& >0 etpour0<x<~B/EsiE <0.
On notera dans la suite D(&, B) le domaine de définition de H. .

On montre (cf. Denuit et Charpentier (2005)) que la loi de Pareto générali-
sée peut &tre vue comme une log-gamma ou encore, dans le cas ou £ > 0,
comme un mélange de lois exponentielles dont le paramétre suit une loi
gamma.

A.2 Quelques propriétés

Les résultats suivants sont énoncés pour une variable aléatoire Y distribuée
selon une GPD de paramétre (&, B).

Propriété | SiE<l,ona

T N e
E[I+EY] -|+§’. pour r>=1/§,

E[In(l-ﬁ-%YH =E'k!, pour ke N,

0 = B
E(YH:‘"‘_(rH—-g)(rH)' pour (r+1)/&>0.

Propriété 2 La variable aléatoire Y admet des moments jusqu’a 'ordre [£'] et
l'on a

‘ _ﬁ'r(i—"’) 1
= ey

Propriété 3 (Stabilité) La variable aléatoireY = [Y —u|Y > u] est distribuée
selon une GPD de paramétre (§, B + Eu). On en déduit que si & < |, alors pour
toutu <y,
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E[Y-ul|Y>u]= Bltiu pour B+u&>0.

On rappelle que y; est la borne supérieure du support de Y, soit

¥, = suply € R.F(y) < 1}. @)

A.3 Estimation des paramétres

Considérons un n-échantillon (Y,,....Y,) de la variable aléatoire Y de fonction
de répartition H; .

A.3.1 Méthode du maximum de vraisemblance

La densité f de Y vaut

BL B

On en déduit la log-vraisemblance

f(y)=i('+57] . pour y € D(E,B). (&)

InL(E.B:Y,...Y,)=-n InB—[Hé ) In[l-&-%{ ] (24)

oA

En utilisant la reparamétrisation T = & / B, I'annulation des dérivées partielles
de la log-vraisemblance conduit au systéme

=LY+ 17)=:E(1).
n“s

[ - Y

—=—| =+l e,

T nl& JTl+Y
L'estimateur du maximum de vraisemblance de (§, 1) est (& = &(i), 1) ol
1 est solution de

Ladl LS8 (26)
T n{§(r) JIl+TY

Cette derniére équation se résout numériquement de maniére itérative pour

autant que |'on dispose d'une valeur initiale T, pas trop éloigné de 1. En pra-

tique, cette valeur initiale pourra étre obtenue par la méthode des moments

(pour autant que ceux-ci existent jusqu'a l'ordre 2) ou par la méthode des
quantiles.

(25)

Lorsque & > —| / 2,Hosking et Wallis (1987) ont montré la normalité asymp-
totique des estimateurs du maximum de vraisemblance :
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n.n(&"_g,%_:]ﬁ, N[O,(H—é)[ltf ;‘H R @7

Ce résultat permet en particulier de calculer les erreurs approximatives
d'estimation commises par les estimateurs du maximum de vraisemblance.

A.3.2 Méthode des moments

D’aprés les résultats du paragraphe A.2,si & < | / 2, les deux premiers
moments de Y existent et I'on a

W, =E[Y]= % (28)
et
W, :=Var[Y]= —-?2— (29)
(1-8)" (1-28)
On en déduit que
2 2
g:%-i‘:—) * p:%[n%]. (30)

En remplagant i, et [, par leurs estimateurs empiriques, on obtient les esti-
mateurs de la méthode des moments §,,,, et B,

Ces estimateurs sont simples 2 mettre en oeuvre, mais ne fonctionnant que
pour £ < 1/ 2,ils nécessitent la connaissance a priori de cette information.

A.3.3 Méthode des moments pondérés par les probabilités

Une alternative intéressante a la méthode des moments a été proposée par
Hosking et Wallis (1987). En remarquant que

< EIYE (YV= B =
o, :=E[YH; (V)] R pour r=0;l, 31)
on obtient
B= 20,0, @ E=2- ®, 32)
T 0, - 20, T w20,

En remplagant w, et , par leurs estimateurs empiriques, on obtient les
estimateurs des moments pondérés par les probabilités &, et B, ..
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Dans le cas d'échantillons de taille réduite, Hosking et Wallis (1987) mon-
trent que, lorsque & < | / 2, ces estimateurs sont plus efficaces que ceux du
maximum de vraisemblance. Le domaine de validité de cette méthode est sa
principale limite a une utilisation en assurance: si la plupart des risques
admettent des moments d'ordre 2, ce n'est pas une généralité (tempétes,
tremblements de terre, risques industriels, responsabilité civile, etc.). Des
généralisations (Diebolt et al. (1005b)) permettent d'étendre cette méthode
ag<3/2

A.3.4 Méthode des quantiles

La fonction quantile d'une loi GPD de paramétre (B, &) est donnée par
g i=Hj )= E[0-p)* 1. (33)

En remarquant que

9, _(-p );_'
_)=-_—]—h .
=y P b €10, (4)

la solution § ., de

Q, _(-p) -l

Q, (-py-1’ e

ol Qpl et sz sont les quantiles empiriques d'ordres p, et p,, est I'estimateur
des quantiles de &.

A.3.5 Méthodes bayésiennes

Des développements récents (cf. Coles et Powell (1996) ou Diebolt et al.
(2005a)) proposent des approches bayésiennes pour estimer les parameétres
de la GPD. Utilisant des algorithmes Markov Chain Monte Carlo (MCMC), ces
méthodes permettent d'intégrer une information a priori (avis d'expert) dans
des contextes ou |'on dispose d'un nombre réduit d'observations.
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ANNEXE B
RESULTATS PROBABILISTES

Sont successivement rappelés dans ce paragraphe des résultats de calcul des
probabilités concernant la loi du maximum, I'épaisseur des queues de distri-
bution et la loi des excés au-deld d'un seuil. Les différents résultats sont
démontrés dans Embrechts et al. (1997).

B.l Loi du maximum

Définition B.1.1 Deux v.a. X etY sont dites de méme type s'il existe deux
constantes a € R et b > O telles queY = ja + bX.

Théoréme 4 (Fisher-Tippett-Gnedenko) Considérons une suite X, X,, ...
de v.a.ii.d. S'il existe une suite de réels (a ), une suite positive (b ) et une loi non-
dégénérée H telles que

alors H est du méme type qu’une des lois suivantes :
G(x) = exp {~(1 + &Ex)""%}, pour | +Ex 20,
A(x) = exp {—exp (—x)}.pour x € R.

Les fonctions de répartition G,(§ > 0), A(§ = 0) et G_(§ < 0) correspondent
respectivement aux lois de Fréchet, de Gumbel et de Weibull.

Définition B.1.2 On dira d'une fonction de répartition F qui répond aux hypo-
théses du 4 qu'elle appartient au domaine d’attraction maximum (DAM) de H.

B.2 Epaisseur des queues de distribution

Définition B.2.1 Une fonction h: R, — R, est dite @ variation réguliére
(en +eo) d'indice o si h vérifie
h(wx) _

lim —= =t" pour tout t>0.
Th P

Si a0 = 0, 0n parlera de variation lente;si o = oo, de variation rapide.

Théoréme 5 (Théoréme Taubérien) Une v.a. de fonction de répartition F
et de transformée de Laplace L, est a variation réguliére d'indice oo < 0) si les
conditions équivalentes suivantes sont vérifiées (L, L;.i, L, et L désignent des
fonctions 2 variation lente) :

(i) F est a variation réguliére d'indice —, i.e. F(x) = x" L(x).
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(ii) La fonction quantile est a variation réguliére :
FI(1=11x) = x" L_.1(x).

(iii) La transformée de Laplace de F vérifie L (t) = t* L, (] / t).

(iv) Si la densité existe et vérifie x f(x) / F (x) = o quand x ~ oo, alors la densité
est a variation réguliére d'indice (1 + @) : f(x) = x'!!*® L(x).

La condition relative a la transformée de Laplace permet d'établir que la
propriété de variation réguliére 2 paramétre fixé est stable par convolution.

B.3 Loi des excés au-dela d’un seuil

Théoréme 6 (Pickands-Balkema-de Haari) Une fonction de répartition F
appartient au domaine maximum d'attraction de G. si, et seulement si, il existe une
fonction positive f3(.) telle que

lim SUP{LF(X)"H;mu(X)l} =0.
Uy Lo

Ce théoréme établit le lien entre le paramétre de la loi du domaine d'attraction
maximum et le comportement limite des excés au-dela d'un seuil grand. En
particulier, I'indice de queue & est identique au parameétre de la loi GPD qui
décrit le colit résiduel des sinistres dépassant un seuil suffisamment élevé.

Ceci permet notamment de distinguer les lois 2 queue épaisse qui appartien-
nent au DAM de Fréchet (§ > 0) des lois A queue fine qui appartiennent au
DAM de Gumbel (§ = 0). Le tableau suivant indique le comportement limite
de certaines lois usuelles.

Lois a queue épaisse Lois a queue fine Lois bornées a droite
£§>0 §=0 £<0

Cauchy Gamma Uniforme

Pareto normale Beta

log-gamma log-normale

Student Weibull

a-stable (o < 2) Benktander

Ces différentes lois sont étudiées dans Partrat et Besson (2005).

La propriété suivante concerne le nombre N, de dépassements d'un seuil u
assez élevé.

Propriété 7 Le nombre de dépassements du seuil u_ dans un échantillon de
taille u, est asymptotiquement distribué selon une loi de Poisson pour autant que
la probabilité de dépasser u_ diminue proportionnellement a l'inverse de la taille de
I'échantillon. Formellement, on a

lim nF(u,) =t =N, =, P(1).

Provisions techniques et capital de solvabilité d'une compagnie d’assurance 557

Reproduced with permission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without permission.



ANNEXE C .
ESTIMATION DU PARAMETRE DE QUEUE

L'épaisseur de la queue de la fonction de répartition F est résumée par le
paramétre & de la loi dont elle fait partie du DAM.

Ainsi les lois appartenant au DAM de la loi de Fréchet (§ > 0) voient leur
queue décroitre en fonction puissance tandis que celles appartenant au DAM
de Gumbel (§ = 0) ont des queues qui décroissent de maniére exponentielle.

Les estimateurs de quantiles extrémes faisant appel a ce paramétre de queue
&, son estimation doit faire 'objet d’une attention particuliére.

L'objet de cette section est donc de présenter les principales méthodes
d'estimation de I'épaisseur de la queue de distribution. Sont ainsi notamment
présentés les estimateurs de Pickands (1975), de Hill (1975) et de Dekkers
et al. (1989).

C.| Méthodes paramétriques

C.1.1 Ajustement a la loi du maximum

Le théoréme 4 nous donne la loi asymptotique de X . A supposer que I'on
dispose de réalisations de cette v.a.,i.e. de m échantillons permettant d'obser-
ver m réalisations x{'), ... x(") de X, . la méthode du maximum de vraisem-
blance permettrait d' estimer les paramétres de la loi limite et en particulier &.

C.1.2 Ajustement de la loi limite des excés

Considérons une distribution F appartenant au domaine d'attraction maximum
de G;. D’aprés le 6, il existe une fonction positive 3(.) telle que

lim SUP{LF(X)_ H; “M(X)l} =0.
worp g

En particulier, le paramétre & de la distribution Pareto généralisée H. , est
identique a celui de G .Ainsi pour un seuil u assez élevé, la distribution )
est une bonne approxnmatlon de F, dont on dispose de N, observations
Xnyp— U X, — u.Les techniques présentées au paragrapheA 3 permettent
alors d'estimer &.

En particulier, si § > —1 / 2 est estimé par la méthode du maximum de vraisem-
blance, Smith (1987) montre que la variance asymptotique de cet estimateur
vaut (I + &)1/ N,

C.2 Méthodes semi-paramétriques

C.2.1 Estimateur de Pickands

Propriété 8 Pour k / n — 0, I'estimateur de Pickands, défini par

gP-LI xl_n xlln
T2 X, =X,
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est un estimateur convergent de &. De plus, sous certaines conditions supplémen-
taires portant sur k et F (cf. Dekkers et de Haan (1989)), il est asymptotiquement
gaussien :

" _Eyos g+ |
V(g -8) -, x[o. P ]

C.2.2 Estimateur de Hill

Propriété 9 Pour k / n — 0, I'estimateur de Hill défini par

I3
&=1 2
L

X,,n
Xk.n ‘

est un estimateur convergent de &. De plus, sous certaines conditions sur k et F
(cf. de Haan et Peng (1998)), il est asymptotiquement gaussien :

Jk(E) ~&) -, N(0.E).

Bien que plus performant que |'estimateur de Pickands (cf. le rapport des
variances asymptotiques), I'estimateur de Hill n'est utilisable que pour les
distributions de Fréchet (§ > 0).

C.2.3 Estimateur de Dekkers-Einmahl-de Haan

L'estimateur de Dekkers-Einmahl-de Haan est une généralisation de |'estima-
teur de Hill 2 I'ensemble des lois extrémes (§ € R).

Propriété 10 Pour k / n — 0, I'estimateur de Dekkers-Einmahl-de Haan défini

par
avec

c-ighz]

g} kedn

est un estimateur convergent de &. De plus, sous certaines conditions sur k et F
(cf. Dekkers et al. (1989)), il est asymptotiquement gaussien :

Jk (& -E) >, N(0.1+E7).
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Cet estimateur est également connu sous I'appellation d'estimateur des
moments, les £!) pouvant s'interpréter comme des moments empiriques.

C.2.4 Nombre d’observations a utiliser

Les résultats concernant les estimateurs de l'indice de queue énoncés précé-
demment sont asymptotiques : ils sont obtenus lorsque k 5 co etk /n — 0.
Comme en pratique, on ne dispose que d'un nombre d'observations n fini, il
s'agit de choisir k de maniére a ce que I'on dispose de suffisamment de maté-
riel statistique (les X, ..., X, ) tout en restant dans la queue de distribution
(k < n).

En particulier, 'estimateur de Hill satisfaisant la propriété asymptotique
k(&' -8) -, X(0.8).

pour k — oo avec un certain taux de croissance en fonction de n, on pourrait
étre tenté de choisir k aussi grand que possible de maniére a minimiser
l'erreur quadratique moyenne commise par §!'. Cependant, le comporte-
ment au deuxiéme ordre de la fonction a variation lente L, introduite dans
le théoréme 5 induit un biais lorsque k est trop grand. Des solutions pour
fixer k de maniére a disposer d'un estimateur asymptotiquement sans biais
ont notamment été proposées par Goldie et Smith (1987) puis de Haan et
Peng (1998).

Concernant |'estimateur de Hill pour des fonctions appartenant au DAM de
Fréchet, de Haan et Peng (1998) ont proposé de retenir le nombre d'obser-
vation k™ qui réduit I'erreur quadratique moyenne de I'estimateur de Hill,i.e.

ol 0282 15
k'(n)= I+n [_25—] ! Slge]O‘I['

2n*”, siE>l.

Toutefois, on remarque que k™ s'exprime en fonction de & qui n'est pas
observé, De plus ce critére ne concerne que I'estimateur de Hill.

En pratique, il sera préférable de suivre la démarche proposée par Embrechts
et al. (1997) qui suggérent de tracer les estimateurs en fonction de k / n et
de choisir k dans un intervalle ou la droite des estimations est approximati-
vement horizontale (cf. la figure 7 déraillée infra).
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P

FIGURE 7

Estimation de I'épaisseur de la queue d’une distribution de Pareto
;r Estimateur de Pickands
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C.2.5 Illustration

I'épaisseur de la queue de distribution.

0 0005 001 00I5 002 0025 003 0035 004 0045 0,05

La figure 7 illustre les différents estimateurs du parameétre de queue d’une loi
de Pareto de premiére espéce (de fonction de répartition F(x) = | — (xo 7 x)"
pour x > x,). Cette famille de distributions faisant partie du DAM de Fréchet,
les estimations de Pickands, de Hill et de Dekkers-Einmahl-de Haan ont pu
étre tracées en fonction de k. On observe la suprématie de I'estimateur de
Hill sur ceux de Pickands et de Dekkers-Einmahl-de Haan. Par ailleurs, pour
k < 0,02n,I'estimateur de Hill est relativement volatile. On serait donc amené
a utiliser de l'ordre de 2,5 % des données les plus extrémes pour estimer
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Notes

I. Le passif d'une société d'assurance est essentiellement composé des provi-
sions techniques d'une part, et des fonds propres d'autre part.

2. Ce constat est néanmoins 4 modérer de par l'intervention de |'autorité de
contréle (I'ACAM) qui peut relever les exigences de capitaux propres des assureurs.

3. Dans le cadre de I'étude d'impact quantitative QIS2 portant que les exigences
de fonds propres auxquelles pourrait conduire le projet Solvabilité |I, le Comité Euro-
péen des Contrdleurs d'Assurance et de Pensions Professionnelles (CEIOPS) a publié un

modeéle qui vise a la mesure de chaque risque et a I'agrégation des capitaux correspon-
dants par une formule du type de celle du RBC américain.
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