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Entre les choses, les ?mboles et les idées...
/ bl .
une séquence d’enseignement
d’introduction a l'algebre

Luis Radford Monique Grenier
Professeur Enseignante
Université Laurentienne Conseil de 'éducation de Sudbury

Résumé — Lintroduction i I'algebre se fait trés souvent en imposant a 'éleve la
maitrise d’un langage symbolique complexe et sans signification précise. Nous
présentons ici une voie alternative structurée autour d’une séquence d’ensei-
gnement. Lanalyse des verbalisations de deux groupes d’éléves de 9° année (3¢
secondaire) fait ressortir que ces derniers arrivent a construire les idées algébri-
ques de base dans un contexte de résolution de problémes et 2 symboliser ces idées.

«Jal trouvé que le calcul a pour objet toutes les espéces de détermination des
inconnues au moyen des connues, et j’ai remarqué que la plus claire des régles et
le plus évident des moyens pour cet effet est 'art de I'algébre.»

Abott Beqr Mohammed Ben Alhacan Alkarkh,

mathématicien arabe du XI¢ siecle.

Introduction: les idées et les symboles

Malgré les efforts importants déployés ces dernitres années dans le domaine
de la recherche en enseignement des mathématiques, 'enseignement de algebre
souléve encore beaucoup de questions et les approches didactiques d'introduction
a lalgebre (résolution de problémes, généralisation, modélisation, etc.) posent
toujours des difficultés d’apprentissage aux éleves.

Une des questions, au centre de plusieurs études, concerne la détection et la
compréhension des erreurs que commettent les éléves dans ['utilisation du langage
algébrique (C'est le cas de Matz, en 1980, qui discute d’erreurs telle la suivante: (4 + B)?
= A*+ B.

D’autres études traitent des difficultés quéprouvent les éleves dans l'acquisition
de la syntaxe du langage algébrique dans la résolution d’équations. Une de ces diffi-
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cultés, repérée par Filloy et Rojano (1984) et observée chez des éleves débutants en
algebre, apparait dans le passage des équations du type Ax + B = C aux équations
du type Ax + B=Cx + D (o1 A, B, C et D sont des nombres donnés). Selon ces
auteurs, lopération de 'inconnue (x) pose, dans le deuxie¢me type d’équations, une
difficulté que I'éleve ne rencontre pas dans le premier type d’équation, et marque
une «coupure» ou un obstacle — qu’ils appellent «coupure didactique» — au chemi-
nement de la maitrise de la syntaxe du langage algébrique.

Le probléme de la traduction, en langage algébrique, de propositions numé-
riques énoncées en langage naturel a également suscité Pintérét des chercheurs (Bell

et Malone, 1993; Burton, 1988; Kaput, 1983)'.

Enfin, un troisitme point, traité dans certaines recherches récentes, concerne
les changements conceptuels qu'exige le passage d’'un mode de pensée arithmétique
4 un mode de pensée algébrique dans la résolution de problemes verbaux (word-
problems) (voir, par exemple, Bednarz, Janvier, Mary et Lepage, 19924; Bednarz,
Radford, Janvier et Lepage, 19926; Bednarz et Janvier, 1994). A la différence des
approches précédentes, qui ont en commun I'étude de la compréhension de 'acqui-
sition de la syntaxe algébrique par I'éléve (voir également Gallardo et Rojano, 1988),
Pattention est centrée ici sur les raisonnements que 'éleve doit développer selon
qu’il s'engage dans une démarche arithmétique ou algébrique.

Cependant, il y a une voie qui demeure encore peu explorée dans la recherche
et dans l'enseignement: celle du réle des symboles dans 'appropriation par I'éleve des
idées algébriques de base dans un contexte de résolution de problemes verbaux®. Les
professeurs qui enseignent et les futurs professeurs ont trop souvent une idée trop
restreinte de ce qu'est le savoir algébrique lui-méme. Nos propres observations sugge-
rent que, pour la plupart des enseignants, 'algebre est constituée uniquement de
symboles. Ainsi, quand nous posons la question «Qu’est-ce que I'algebre?», la réponse
qui revient systématiquement est «12 oit l'on trouve des x et des y».

Or, un symbole («x» ou autre) est le symbole de quelque chose, d’'une idée.
Quelles sont donc les idées que représentent les symboles de Palgebre scolaire?
Comment pouvons-nous créer en salle de classe des situations qui inciteront les
éleves a développer cux-mémes ces idées? Comment, en salle de classe, orienter les
activités afin de stimuler P'interaction symboles-idées?

Il nous semble que la relation entre les symboles et les idées ne peut étre envi-
sagée comme une interaction qui consisterait seulement A mettre en contact un objet
(ou une idée) immuable et externe 2 I'individu avec la représentation de cet objet,
comme Cest le cas dans 'épistémologie platonicienne®. Loin de 13, I'interaction
entre les symboles et les idées devrait, d’aprés nous, étre vue comme un systéme de
relations construites par I'individu lui-méme dans son cheminement intellectuel,
a la fois social et individuel.
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Or, les relations entre I'idée et le symbole sont loin d’étre évidentes. Ainsi, dans
un travail récent sur la démonstration en géométrie (Radford, 1994), trois sortes
de relations ont été mises en évidence, chacune sous-tendant un mode de raisonne-
ment tres particulier. On peut essayer d’aller plus loin et de faire 'hypothese que
chaque relation idée-symbole sous-tend une conceptualisation des objets mathé-
matiques.

Dans le cas de 'enseignement de I'algebre, il convient d’identifier les idées
de base de I'algebre, les voies d’acces qui permettent aux éléves de construire des
représentations externes de plus en plus complexes, les actions permettant de débou-
cher sur une dialectique entre les idées et leurs symboles. En outre, mais c’est aussi
important, il convient d’identifler les situations dans lesquelles les relations entre
les idées ou les objets de connaissance et leurs symboles prendront forme.

Bien qu'il soit toujours possible, pour répondre & ces questions, de faire appel
a une épistémologie non historique, il nous semble que le recours a Phistoire des
idées algébriques peut apporter des renseignements importants. En effet, pendant
tres longtemps, algébre a été dépourvue de symboles. On pourrait méme dire
que I'émergence du langage algébrique, qui trouve son origine au début du XVI¢
siecle ap. J.-C., est une affaire récente. Les premieres idées algébriques, d’apres les
documents historiques, remontent au moins 2 la fin de la premiére dynastie babylo-
nienne, c’est-a-dire 4 la fin du XVII® si¢cle av. J.-C. Examiner en profondeur I'histoire
de l'algebre, surtout dans sa période présymbolique, peut nous permettre de voir
les premiers pas des idées algébriques. Examiner les premiers symboles mathéma-
tiques représentant des nombres peut aussi nous fournir des pistes intéressantes.

La construction des idées élémentaires de l'algébre selon Uhistoire

La séquence didactique que nous avons batie et mise a I'épreuve dans deux classes
de 9¢ année (3¢ secondaire) a été structurée, en grande partie, a partir de nos recher-
ches historiques. Pour aider & comprendre la structure de notre séquence d’enseigne-
ment, nous présentons un sommaire de ces recherches. Nous commengons par
parcourir les premiers textes écrits, qui fournissent des points de reperes pour mieux
comprendre Pécriture des premitres idées algébriques, tant au sujet de histoire que
dans la salle de classe.

Idées et symboles: l'écriture cunéiforme

De petits objets de terre cuite de différentes formes (cones, disques, etc.), couram-
ment appelés jetons, semblent avoir éi utilisés en Mésopotamie pour tenir des comptes.
Chaque forme de jeton servait probablement A comprter certaines quantités d’objets
(par exemple, des quantités de nourriture, d’animaux, etc.). Les jetons ont été placés
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dans des récipients ronds faits en terre cuite eux aussi. Ce systeme d’«enveloppes»
permettait de garder et de transmettre des renseignements d’un endroit 2 un autre;
il semble que cette fagon de procéder a été utilisée 2 des fins administratives et dans
les échanges commerciaux entre les villes. Les récipients étaient parfois scellés. Le
destinataire du message pouvait les ouvrir et compter le nombre de jetons afin de
prendre connaissance de la quantité de biens impliqués dans la transaction. Létape
suivante fut celle d'imprimer un petit message sur le récipient: le message indiquait
la quantité de jetons a I'intérieur. Finalement, le message étant gravé sur I'enve-
loppe, il était inutile d’ajouter les jetons a I'intérieur. Cela a donné naissance aux
tablettes mésopotamiennes dont certaines ont survécu jusqu'a nos jours. Clest la
qu'on a appris, A la suite des travaux archéologiques qui se sont succédé depuis le
XIX¢ siecle, les développements intellectuels (astronomiques, mathématiques, litté-
raires, médicaux, etc.) de I'ancienne civilisation mésopotamienne.

Un des faits qui nous intéressent ici concerne le type de relation idée-symbole.
Il faut noter, a cet égard, que I'écriture la plus ancienne établissait un lien étroit entre
Pobjet et sa représentation. Il s’agit d’une écriture a base de logogrammes. Ainsi,
pour exprimer l'action de marcher, on utilisait le dessin d’un pied. Ce type d’écriture
éait tres polysémique, Cest-a-dire qu'un méme symbole pouvait représenter plusieurs
idées. Le pied pouvait aussi représenter le mot «<amener» ou «rester». La signification
a retenir se faisait d’apres le contexte. D’autre part, il convient de mentionner qu'au
début les symboles sur les tablettes n'étaient pas gravés en suivant'ordre du message
oral; en écrivant un texte, le scribe choisissait seulement les «<mots clés». La lecture
d’un texte exigeait donc de la part du lecteur une reconstitution extensive du texte lu.
Ce n'est que vers le XXVesiecle av. J.-C. que les symboles ont suivi lordre du message
oral (Larsen, 1986, p. 4).

En ce qui concerne I'écriture des nombres, on sait qu'elle n'a commencé a respec-
ter la position des chiffres que vers I'an 2000 av. J.-C. C'est au moment oti la langue
sumérienne a été remplacée par la langue akkadienne que écriture logogrammique
a été progressivement remplacée par une écriture syllabique. Ce changement a créé
un lien important entre le langage parlé et le langage écrit, ce qui a réduit considé-
rablement le nombre de symboles (ou «lettres») de base.

Lémergence de I'écriture des nombres — c'est vrai également pour Iécriture
en général — correspond donc a des besoins bureaucratiques et commerciaux parti-
culiers. Cest dans ce contexte qu'il faut situer le développement des mathématiques.
En effet, ce développement a été lié 4 la profession du scribe, qui est la personne
formée pour pouvoir «rédiger» des contrats, des lettres, des testaments, des adoptions,
des ventes, des locations, des documents officiels. Les scribes ont aussi été appelés
a faire des comptes reliés aux mesures des terrains et aux calculs de volumes dans
les constructions: C'est le cas, par exemple, des calculs du volume de terre 4 excaver
pour construire des canaux. Il y a des fragments de tablettes d’arpentage qui montrent
un plan de ville contenant les canaux d’irrigation (Bottéro, 1994, p. 22).
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Comme Hoyrup (1991) I'a mis en évidence, la formation de scribe demandait
non seulement de pouvoir répondre aux exigences pratiques de la profession, mais
aussi de prouver qu'on érait digne d’étre scribe, en répondant a des questions qui
n'étaient pas d’ordre pratique: ce sont précisément les problémes «non pratiques»
qui seraient 4 la base d’une recherche mathématique de laquelle ['algebre serait issue.
De plus, l'algebre aurait deux sources: une source géométrique et une source numé-

rique (Hoyrup, 1994; Radford, 1996).

Nous nous intéressons ici 2 la source numérique qui débouche sur une algebre
numérique. Une des questions qui s'impose est la suivante: de quelle fagon les
premiéres idées de I'algebre numérique ont-elles émergé?

Le passage de larithmétique i lalgebre

Dans un travail précédent, nous nous sommes efforcés de démontrer que les
premicres idées de l'algebre numérique sont ancrées dans la pensée proportionnelle,
particuli¢rement dans les idées proportionnelles sous-jacentes aux méthodes de fausse
position (Radford, & paraitre). Schématiquement, traduit en notations modernes,
un des problemes classiques appartenant au domaine de la fausse position babylo-
nienne est le suivant®

Pour résoudre ce probléme, on part d’une solution fausse a priori, par exemple
n, qui a 'avantage d’éliminer les calculs sur des parties fractionnaires. En remplagant x
par n, le premier membre devient z + I. Or, on voulait obtenir b. Supposons que
n+1>b(sin+ I <b,un raisonnement semblable 4 celui que nous allons suivre
permet de résoudre le probléme). Donc, nous devons réduire la fausse position
prise initialement, c’est-a-dire #. Nous devons apporter 2 7 une réduction du
méme ordre que celui qui nous permet de réduire # + 7 3 4. Cette réduction
sobtient en prenantde (7 + 1) la (n + I)-iéme partie de b, Cest-3-dire en utilisant

. . . . b .
une notation fractionnaire, en prenant la fraction —~de 7 + 1. Donc, pour obtenir
la bonne réponse, on applique la méme réduction 1 la fausse position, 7, ce qui

sobtient en prenant de # la fraction—”——[ , donc la réponse est J’_l 5,
n+ n+

Le raisonnement précédent est un raisonnement arithmétique du type propor-
tionnel. Le passage de 'arithmétique a 'algebre se ferait au moment ot P'on arréte
de penser en termes de fausses solutions choisies plus ou moins astucieusement {mais
fausses a priori) et o1 'on décide de penser en termes de la valeur exacte de la quantité
quon cherche. Le probléme initial, pour étre résolu, demande alors qu'on effectue
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des calculs complétement différents: ce sont des calculs qui ne se font plus avec des
chiffres, mais avec la valeur exacte du nombre qu'on cherche. Dans notre exemple,
cela aurait pu se faire comme suit: en suivant un patron qu’on rencontre dans les
mathématiques babyloniennes, on multiplierait les deux membres de I'équation
par 7 (bien sr, dans les mathématiques babyloniennes il n'y a ni # ni 4; ce sont
toujours des chiffres concrets). On aurait alors: #x + x = nb, donc (n + I)x = nb.
Pour trouver la valeur du nombre qu'on cherche, Cest-a-dire x, on trouverait '«igi»
de (7 + I), Cest-a-dire son inverse, et on le multiplierait par #6. En termes modernes,
on aurait: x = (7 + I)"! X zb. Evidemment, au niveau numérique, dans les deux cas,
on arrive 4 la méme solution, mais le raisonnement dans chaque cas est différent.

Nous r’allons pas entrer dans les arguments historiques qui soutiennent notre
these, car ils ont été développés ailleurs (Radford, 4 paraitre). Qu’il nous suffise ici
de mentionner schématiquement le passage de 'arithmétique a l'algebre et de nous
arréter 4 d’autres points qui découlent de nos recherches sur l'histoire des idées algé-
briques et qui ont été retenus dans I'élaboration de notre séquence d’enseignement
de l'algtbre. Plus précisément, ces recherches tentent de répondre 4 la question sui-
vante: quelles ont été les idées de base de 'algebre dans sa période présymbolique?
Clest la question dont traite la section suivante.

Les idées de base de ['algébre médiévale

Mentionnons que notre étude sur I'algebre abaquiste (Radford, 1995), c’est-a-
dire I'algebre médiévale italienne, suggere que la connaissance algébrique a été avant
tout un outil ou une technique (I'algebre était en fait présentée comme une regle, une
«regola») développée dans le but de résoudre des problemes verbaux (initialement des
problémes non pratiques; par la suite, son champ d’action s'est étendu aux problemes
commerciaux). Une des caractéristiques des problémes «purement algébriques» est
d’avoir — par rapport aux autres types de problémes — une mise en équation relative-
ment facile. Leur difficulté résidait dans la transformation de 'équation traductrice:
si E_désigne I'équation traductrice, le probléme est celui de trouver les actions qui
permettent de générer une suite d ¢quationsE, E,, ..., jusqu’é une équation cano-
nique E qu on savait résoudre. Bien qu'il yaiteu des proprletes numériques et géomé-
triques qu'on généralisait et intercalait dans les raisonnements algébriques, selon le
probléeme  résoudre, on reconnait deux transformations de base. Ces transforma-
tions, dont le nom parait dans le titre du traité d’al-Khwarizmi®, étaient considérées
comme les transformations par excellence, & savoir les régles de «’al-gabr» et «['al-
mugabala». La dernitre régle mentionnée permettait, en confrontant les deux membres
de I'équation, d’opérer sur les termes constants; elle permettait aussi d’augmenter ou
de réduire une équation (donc de trouver une équation équivalente, «proportion-
nelle» 2 'équation précédente)’. La regle de I'al-gabr, d’oli vient le nom de l'algebre,
présuppose une conceptualisation tres particuliere des termes algébriques, conceptua-
lisation qui est lide & 'absence de nombres négatifs dans I'algebre arabe et abaquiste.
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En effet, il 0y avait pas de nombres négatifs, mais, évidemment, on savait sous-
traire. Alors, quand on avait un terme, par exemple 3x?, et qu'on lui enlevait une
certaine quantité, disons 2x, on voyait le terme original comme un terme incomplet
ou «brisé». Pour le resituer dans son état naturel, il fallait le «réparer». Les mathéma-
ticiens italiens utilisaient I'expression «restaurer».

Clarifions a I'aide d’un exemple. Prenons un des problemes présents dans de
nombreux traités de 'époque, que nous tirons du livre Ragionamenti d Algebra i Problemi
de Raffaello Canacci, en 1490; ce probleme parait formulé ainsi:

Partage 10 en deux parties de sorte qu'en multipliant chacune par elle-méme et
en additionnant ces multiplications, on arrive 4 60. Je demande quelle valeur
a chaque partie (Procissi, 1983, p. 28).

Pour résoudre le probleme, les mathématiciens désignaient une des parties
cherchées par «la chose». La chose était leur inconnue algébrique. D’ailleurs, ils ne
disposaient que d’une inconnue algébrique (Radford, 1995). Dans le probleme
formulé ci-dessus, on dirait que le premier terme cherché serait égal a une chose et
que l'autre est égal 2 10 diminué de la chose (car les deux termes ensemble doivent
étre égaux 2 10). En termes modernes, si nous désignons la chose par x, on aurait
que le premier terme cherché serait x et le deuxi¢me serait 10-x. En faisant les calculs
de la somme des carrés, on arriverait 4 2x2+ 100 - 20x = 6O0.

Le terme principal est 2x* + 100. Il lui manque 20x (vingt choses). Donc, on doit
le restaurer; pour cela, on lui donne les choses qui manquent (Cest la régle de Pal-gabr):
il retrouve alors son état naturel, qui est 2x* + 100. Pour conserver I'égalité, on doit
donner la méme quantité de chose 2 60. Ce dernier terme devient 60 + 20x; donc,
on obtient I'équation 2x* + 100 = 60 + 20x.

La régle de 'al-muqabala permet maintenant de retrancher 60 de chaque coté,
ce qui donne 2x* + 40 = 20x.

Cette équation a deux carrés (Cest le coefficient du terme 2x%). Maintenant, on
doit la réduire & une équation contenant seulement un carré. La réduction donne
x?+ 20 = 10x.

Cette équation appartient aux équations de la forme x*+ ¢ = bx, que les
mathématiciens médiévaux savaient résoudre. Ils avaient un algorithme qu’ils appli-
quaient directement et dont les détails ne nous intéressent pas ici. Ce qu'il convient
de souligner, en revanche, Cest le rdle prépondérant joué par les regles de base de I'algebre
dans la résolution des problemes et la conceptualisation qui les sous-tend.

En effet, en regardant les introductions qui sont proposées dans les manuels
scolaires d’aujourd’hui, nous nous sommes apercus que les nombres négatifs sont
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censés avoir été acquis et que la résolution de problemes par I'algébre demande aux
éleves la maftrise d’'un langage algébrique complexe. Il y a donc un décalage concep-
tuel trés important entre la construction du savoir algébrique selon histoire et la
construction qu'on exige des éleves en salle de classe. On peut méme se demander si
les échecs scolaires sont dus 2 'absence de conceptualisations préalables qui pourraient
aider P'éléve A donner un sens aux idées de base.

En termes des relations entre ['objet et sa représentation discutées dans la pre-
miére section, on peut dire que les approches actuelles, véhiculées par les manuels
scolaires, ne semblent pas reposer sur une articulation didactique convenable dans
laquelle le symbole émergerait de 'objet lui-méme et évoluerait dialectiquement
en parallele avec celui-ci pour ne s'en détacher que progressivement, jusqu’a pouvoir
mener une vie autonome (du moins jusqu’a un certain point).

Lesquisse historique précédente est tres éloquente a ce sujet: nous avons men-
tionné que les algébristes médiévaux désignaient I'inconnue par un mot, la chose.
Ce n'est que plus tard que la chose est désignée par un symbole.

Avant que cela ne se produise, quétait exactement la chose? Comment la
définissait-on? On trouve, dans un manuscrit italien daté de 1460, une définition attri-
buée au plus talentueux des mathématiciens des XIII¢ et XIV© si¢cles, Antonio de
Mazzinghi: «une chose est une quantité occulte» (cité par Franci et Rigatelli, 1988,

p. 15).

Cette belle définition donne un sens profond a I'idée de base: une quantité
occulte dont I'identité sera dévoilée 2 la fin du probleme.

Nous sommes partis de cette idée dans notre séquence d’enseignement. Mais
avant de dire comment nous 'y avons incorporée, récapitulons ce qui vient d’étre dit
dans cette sous-section. Lalgébre médiévale a reposé essentiellement sur un concept
clé, celui d’inconnue, qu'on appelait la chose, et sur deux regles principales: celle
de l'al-gabr et celle de I'al-mugabala. Ces regles permettaient de transformer des
équations en complétant — ou en restaurant — et en enlevant des termes semblables
de chaque membre de I'équation. La premiére parait donc comme une régle additive,
en ce sens qu'elle ajoute toujours les éléments manquants dans un terme, et 'autre
comme une regle soustractive, mais aussi multiplicative, quand il sagit d’augmenter
ou de réduire, proportionnellement, les coefficients de I'équation.

Ce sont ces idées-la que nous avons retenues pour notre séquence d’enseigne-
ment. Afin de ne pas rendre doublement complexe la tiche des éleves, notre buta
été d’amener ceux-ci & développer ces idées sans faire intervenir, dés le départ, le
symbolisme. Le symbolisme n'a éié introduit qu'une fois les idées maitrisées (du moins
jusqu'a un certain point). En procédant autrement, nous aurions risqué de lancer
les éleves dans des représentations symboliques d’idées qui n'étaient pas encore [.



Entre les choses, les symboles et les idées... une séquence d’enseignement ... 261

Description de la séquence et des éléves

Structure de la séquence

Notre séquence a été structurée autour de trois niveaux d’abstraction: un niveau
concret, un niveau semi-concret et un niveau symbolique.

Niveau concret. — Nous avons exposé ici des problémes verbaux qui devaient
étre résolus en utilisant du matériel concret. Nous sommes partis du modele classi-
que de la balance. La différence avec des approches existantes (par exemple, Hands-
on Equations®?® and Alge-Tiles™?)) et I'étude récente de Da Rocha Falcao (1995) est
que nous avons exclu tout recours aux nombres négatifs et que les transformations a
I'équation éraient menées dans une conceptualisation proche de celle de I'évolution
historique du savoir algébrique. Ainsi, le concept d’inconnue a été présenté comme
une vraie quantité occulte ou cachée: on a utilisé au départ des
sacs de papier contenant une quantité inconnue de bonbons que
les éleves devaient découvrir d’apres 'énoncé du probleme. loJole)

De plus, dans la premiére étape, celle des problémes de sacs (sacs entiers et demi-
sacs) et des enveloppes (voir description ci-dessus), notre point de mire était la régle
de 'al-muqabala. Dans la deuxi¢me étape (problemes de pizzas) s'ajoutait la régle de
Pal-gabr. A la suite de cela, les éléves devaient résoudre des problémes au sujet des
pizzas incluant les deux regles. La dernidre régle a été introduite & partir des pizzas
auxquelles il manquait des morceaux. Nous demandions alors non pas de restaurer
la pizza (ce qui n'aurait pas signifié grand-chose pour les éléves), mais de la compléter.

Une fois que ces idées-la étaient saisies, nous sommes passés au deuxi¢me niveau
d’abstraction, celui du niveau semi-concret.

Niveau semi-concret. — A ce niveau, nous avons suivi la méme séquence que pour
le niveau concret, sauf que, cette fois, nous demandions aux éleves de représenter
et de résoudre le probléme écrit en utilisant des dessins.

Niveau symbolique. — Ici, I'éléve devait arriver a résoudre le probleme en utili-
sant des lettres et des chiffres. Cette fagon de traduire le probleme signifie une rupture
dans les représentations: alors que, au premier niveau, 'action se fait sur 'objet lui-
méme et que, au deuxieme niveau, 'action se fait sur une représentation «fidele» de
l'objet (en ce sens qu'elle garde la forme de 'objet représenté), a ce troisieme niveau,
I’éleve doit faire une abstraction 4 propos de la représentation. Cette abstraction
reflete, de fagon moins évidente, sa relation avec I'objet représenté et marque la pre-

miére étape d’'un long processus de vie autonome'”.
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Les types de problémes

— Les problémes de sacs

Les sacs entiers (ou sacs pleins) — Voici un exemple de problemes de cette catégorie.

Probléme 1
Alain a cinq bonbons et sa meére lui donne un sac de bonbons ce qui lui fait vingt-trois
bonbons en tout. Alors, combien y a-t-il de bonbons dans son sac?

Les demi-sacs — Voici un exemple de problemes de cette catégorie.

Probléme 2
Nicole décide d’acheter cing bonbons chez un dépanneur et un demi-sac de bonbons chez un
autre. En tout, elle a 12 bonbons. Combien de bonbons y a-t-il dans un sac entier de bonbons?

Les demi-sacs et les sacs entiers — Voici un exemple de problemes de cette catégorie.

Probléme 3
Jean et Paul ont le méme nombre de bonbons. Jean a un demi-sac de bonbons et cing bonbons
et Paul a un sac entier et trois bonbons. Combien y a-t-il de bonbons dans un sac entier?

— Les enveloppes

Le but des problémes de cette catégorie (ainsi que ceux de la sous-catégorie
«demi-sacs et sacs entiers») ¢tait de présenter aux éleves des problemes ot ils devaient
faire des opérations sur 'inconnue des deux codtés de I'équation. Comme nous
'avons déja dit, Filloy et Rojano (1989) ont démontré que ces équations présentent
des difficultés particulitres pour les éléves en raison des opérations sur 'inconnue
qu'ils doivent faire en vue de résoudre 'équation (ces opérations sur I'inconnue n'étant
pas présentes dans les problémes de type «sacs entiers» et «demi-sacs»). Etant donné
que la possibilité ou 'impossibilité¢ de faire des opérations sur I'inconnue est toujours
liée a la conceprualisation de cette inconnue, nous nous sommes demandé si les diffi-
cultés rencontrées dans les recherches précédentes au sujet du symbolisme apparai-
traient dans les niveaux concret et semi-concret. Les environnements concrets et semi-
concrets, proposés dans notre approche, permettraient-ils une transition en douceur
vers la coupure didactique repérée par Filloy et son équipe?

Voici un exemple de problémes de cette catégorie.

Probleme 4

Je partage mes cartes de hockey également entre mes deux freres. J'ai trois enveloppes qui
contiennent le méme nombre de cartes et quatre autres cartes. Je donne A Jacques deux enve-
loppes plus une carte de hockey et 2 Paul, je donne trois cartes de hockey et une enveloppe.
Combien y a-t-il de cartes de hockey dans une enveloppe?
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— Les pizzas

Comme nous 'avons mentionné ci-dessus, le but des problemes de pizzas
¢tait d'introduire la regle de compléter ou de restaurer, a la fagon des algébristes
4 s A M z 1 N . rq > A
médiévaux, une régle qui a donné lieu A une des idées les plus fructueuses de I'algebre
présymbolique. Nous avons fait une adaptation de cette regle. Dans notre séquence,
il s'agit de compléter un terme inconnu auquel il manque un terme connu. Il sagit
donc de transformer — au cours de la résolution d’un probléme — une ou plusieurs

expressions du type «x - a» en une expression du type «x».

Nous avons retenu trois types de problemes.

Pizzas 1 — Ce sont des problémes ot 'inconnue (incompléte) parait dans un seul membre
de Péquation. Symboliquement, un des problemes de cette catégorie est le suivant: x - a = b.

Pizzas 2 — Ce sont des problémes oli linconnue parait dans les deux membres de I'équation.
Voici un exemple.

Probléme 5

Louis doit acheter le méme nombre de morceaux de pizza que Louise. En se rendant 4 la
pizzaria, ils Sapercoivent qu'il manque deux morceaux a chaque pizza. Louise achéte trois pizzas
incompleétes et Louise prend une pizza incompléte et quatre morceaux. Combien y a-t-il de
morceaux dans une pizza compléte?

Pizzas 3 — Ce sont des problémes comme ceux de la catégorie des pizzas 2, sauf que la quantité

de morceaux qui manquent aux pizzas pouvait varier d’'une pizza a 'autre.

En ce qui concerne le matériel concret utilisé pour les pizzas, nous avons cons-
truit des pizzas rectangulaires en carton. Nous avons enlevé respectivement un,
deux, trois, etc., morceaux de la pizza pour que les éléves puissent résoudre — lors
de I'étape concrete — le probléeme en utilisant les pizzas indiquées dans 'énoncé du
probleme. Voici un exemple d’une pizza 2 laquelle il manque un morceau et d’'une
pizza a laquelle il manque trois morceaux.

R

N

Notre séquence didactique a été expérimentée dans un centre de ressources
(centre d’aide pour les éleves ayant des difficultés), dans une école secondaire ot se
trouvait un petit groupe d’éleves. On a commencé le projet avec cing éleves de neu-
vieme année et puis, apres trois jours, un autre éleve sest ajouté au groupe. Ces éleves
navaient pas étudié I'algebre auparavant. La séquence a été enregistrée sur vidéocassette.
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On a fait 'expérience de la méme séquence dans une classe réguliere de neuvieme
année de 24 éleves.

Dans les deux cas, les groupes ont été organisés d’aprés une modalité de travail
d’apprentissage coopératif (2 tiches égalitaires"). Lenseignante présentait un probleme
et demandait aux éléves de proposer des solutions en fonction du degré d’abstraction
qu’exigeait la tiche.

Lordre prédéterminé pour le projet était le suivant. D’abord, on présentait aux
éleves les problemes portant sur les sacs entiers; ensuite, ceux portant sur les cartes
de hockey; apres, ceux portant sur les demi-sacs, les demi-sacs et les sacs entiers;
finalement, on leur présentait les problemes concernant les pizzas 1, les pizzas 2 et les
pizzas 3. On a suivi cette séquence au niveau concret, puis au niveau semi-concret
et, finalement, au niveau du symbolisme.

Le temps requis pour la séquence d’enseignement dans la classe réguliere a été
de quatre semaines, d’'une durée de quarante minutes par jour.

Le tableau suivant donne un apergu du temps approximatif alloué aux types
de problémes en fonction du degré d’abstraction, dans le groupe non régulier.

Sacs  Cartes de hockey Demi-sacs  Pizzas 1  Pizzas 2 Pizzas 3
Concret D ——{ 0] —> < 40 80 —>
Semi-concret |«———— 60 60 80 —
Abstrait 60 30 60 >

Figure 1 — Type de probleme

Lanalyse des résultats que nous présentons dans les prochaines sous-sections
est basée (4 une exception pres: voir extrait 5 plus loin) sur le groupe de six éleves
du centre de ressources mentionné ci-dessus. Ensuite, nous analysons un groupe
de la classe réguliere.

Analyse des résultats

La résolution des problémes aux niveaux concret et semi-concret

Les éleves sont arrivés a maitriser assez rapidement les stratégies de résolution
de problémes aux niveaux concret et semi-concret. Lidée de la balance facilitait le
recours 2 la régle d’élimination de termes semblables (régle de I'al-mugabala).
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La présence du matériel concret rendait possible 'organisation des actions
nécessaires 4 la résolution du probléme. Une des stratégies qu'il convient de mention-
ner ici est celle qui permet de résoudre les problémes de «demi-sacs et sacs entiers».
Dans le probléeme 3, mentionné ci-dessus, la stratégie se présente comme suit: I'éleve
organise les éléments du probléme d’apres une disposition spatiale semblable 4 celle-ci.

o000 00 — 25 olole

Au niveau concret, I'égalité est assurée par le dessin d’une balance 4 deux pla-
teaux; au niveau symbolique, la balance est représentée par un symbole d’égalité.

En général, les éleves ont enlevé trois bonbons de chaque c6té; puis, ils ont
spontanément remplacé le sac entier par deux demi-sacs.

o = O

Ensuite, ils ont enlevé un demi-sac de chaque membre et ils ont trouvé que
le demi-sac contient deux bonbons et que le sac entier en contient quatre.

Comme on le voit, le raisonnement se fait en termes de demi-sacs. Le demi-sac
devient une sorte d’«inconnue auxiliaire».

Nous reviendrons 4 I'effet de cette stratégie sur les stratégies de résolution de
problémes basées sur le symbolisme.

Le passage du semi-concret au symbolique: le probléeme des représentations

Le passage du concret au semi-concret s'est fait facilement. Dans le cas des
problémes portant sur des sacs entiers et des demi-sacs, les éleves ont opté pour
représenter ['objet par un dessin de I'objet lui-méme. Pour les pizzas, ils ont com-
mencé par les représenter par des pizzas carrées auxquelles il manquait des morceaux,
mais ils ont trouvé que les représentations des pizzas rondes étaient plus faciles a
dessiner, ce qui a fait que les pizzas carrées ont été remplacées par des pizzas rondes.

Quand nous avons dit aux éleves qu'on ne résoudrait plus les problemes avec des
dessins, mais avec des lettres, une éleve a dit : «Ca va étre plus difficile parce que tu dois
le faire dans ta téter. Ainsi, il semble que, 2 priori, le symbole est pergu par I'éleve
non pas comme un appui porteur de signification, mais comme une entité vide, on
dirait sans personnalité et, par 13, un obstacle plutdt qu’une aide 4 la pensée.
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Un premier phénomene observé concerne Putilisation des lettres pour désigner
le nombre inconnu. Au départ, se dégage une tendance a représenter les sacs par une
grande lettre S, alors que les bonbons sont représentés par des nombres de petite
taille (cela s'est produit par trois fois pour les quatre éléves présents ce jour-13). Le
critére utilisé pour représenter ['objet repose donc sur une conservation métrique des
objets, critere qui assure la conservation des grandeurs et révele par la un lien encore
trop étroit entre I'objet et sa représentation (voir extrait 1).

Cependant, au fur et 2 mesure que les éle-

ves résolvent des problemes, la taille des lettres
devient graduellement égale 4 celle des chiffres: +5 —
. . , . N - ’ ——
ainsi, la représentation passe 4 un premier déta-
chement de l'objet, grice a un travail effectué sur

la résolution de problemes. kS‘

Extrait 1

Pour ce qui est de la résolution du probleme, il faut noter que 'écriture de
I'équation est prise comme un appuli statique sur laquelle on pose les actions qu'on
doit entreprendre pour aboutir au résultat. Cela signifie que I'écriture n'évolue pas
de mani¢re séquentielle, ligne par ligne, comme on s’y attendrait dans le cas d’une
utilisation compétente du langage algébrique. Lécriture symbolique de I'équation
a ici une valeur heuristique qui guide les actions de la résolution. Examinons &
cette fin la résolution du probléeme 4 d’un éleve (extrait 2): il ressort que 'écriture
symbolique et les actions entreprises sur les objets représentés sont calquées sur la
disposition utilisée aux niveaux concret et semi-concret. Léléve enléve une carte et
une enveloppe de chaque coté. Il n'écrit méme pas e = 2. Sa réponse parait cependant
sur le papier: le 1 placé au-dessus de I'écriture «2e», au début du membre 4 gauche,
signifie «une enveloppe», c’est-a-dire ce qui reste 4 gauche, et le numéro «2» en bas,
a droite, c’est le nombre de cartes de hockey qui restent.

Un autre éleve (extrait 3) utilise 'équa-
tion traductrice comme appui, mais les actions /
qu'il effectue pour résoudre le probleme sont ¢ +] ;/ﬁ'f“ 2
organisées autrement sur le plan symbolique. -1 -
Les actions sont, en effet, écrites de fagon sé- ——
quentielle, ligne par ligne (on enléve une carte, 9 2
puis une enveloppe, etc.).

Extrait 2
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Cependant, I'écriture a ici un réle mnémo-
technique qui est loin de refléter la structure for-
melle et logicoséquentielle des équations équiva-
lentes. Ceci est évident dans I'extrait 4, qui con-
cerne le probléme 2, oli notre éléve laisse méme
tomber le symbole S au plan symbolique.

Comme on peut le voir, le symbole «S»
ne parait ni dans la ligne ol figure 1=7 ni
dans la suivante, bien que I'éleve garde I'objet
«en téte» (il sait qu'il Sagit de I'égalité: un demi-
sac de bonbons est égal 4 sept bonbons). Dans
les dernieres phases de la démarche de résolu-

tion, I'objet n’a pas besoin d’étre représenté.

Un autre exemple du phénomene précédent
est le suivant. Il provient d’'un éléve du groupe
régulier:

Extrait 3

kS1s=

> -5
°—7
L
5—’7 7/{2:/5/

J=H

Extrait 4

Jessica a une pizza 2 laquelle il manque un morceau et une pizza i laquelle il
manque trois morceaux. En tout, elle a 16 morceaux de pizza. Combien y a-

t-il de morceaux dans une pizza compleéte?

1~} & ‘-3 =1 .’l:’JQ‘ .o I‘ A IO
|-|~\c|-l3:e:|§u43 Qo.')',:;}g:;z mom?mw\
i = . ¢
p2a compkle
Extrait 5
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Comme l'illustre la copie de I'éleve, objet n'est pas représenté. Cependant,
aux yeux de I'éJeve, la signification des chiffres est tout 4 fait claire. Sa disposition
spatiale dans le texte suit celle des représentations semi-concretes.

Il est intéressant de noter ici qu'un papyrus gréco-égyptien, daté du premier
siecle av. ].-C., contient plusieurs problémes qui montrent un réle heuristique de
Iéquation tout a fait semblable A celui que nous venons de discuter au sujet des fagons
de procéder de nos éleves (Radford, a paraitre).

Tout cela laisse entendre que le rdle heuristique de 'équation semble étre un
patron récurrent dans I'appropriation des premieres idées algébriques. Une sugges-
tion pour Penscignement serait alors de permettre 2 ['éleve de découvrir et de déve-
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lopper le réle heuristique de 'équation. Lécriture formelle, basée sur 'utilisation de
lettres, qui sous-tend le concept d’équations équivalentes, pourrait avoir lieu apres.

Les traces de la pensée concréte sur la pensée symbolique au niveau des stratégies de
résolution

Ce qui précede montre que les traces de la pensée concrete sur la pensée symbo-
lique, Cest-a-dire la pensée qui s'appuie sur l'utilisation de symboles, sont visibles
dans les représentations choisies. Dans cette sous-section, nous allons voir qu’il en
est de méme pour les stratégies de résolution suivies pour résoudre les problemes.

Regardons, a cette fin, la fagon de pro-
céder suivante (extrait 6a) pour résoudre le MABA
probléme 5 mentionné ci-dessus. —_— @ YA

v —

Léléve commence par enlever une pizza
incompléte de chaque c6té; puis, il compléte \&
les pizzas 4 gauche, en donnant deux mor-
ceaux A chaque pizza et en ajoutant les équi-
valents (quatre morceaux) a droite. Apres,
il «voit» les huit morceaux a droite comme un ensemble composé de deux groupes

de quatre morceaux chacun et il associe chacun des groupes de I'ensemble 4 une
des pizzas de gauche.

Extrait 6a

Sur le plan du symbolisme, la fagon de procéder la plus fréquente devant des
problemes comme le précédent consiste a éliminer en bloc des termes semblables.
Voyons-en un exemple (extrait 6b). Le probleme en question est le suivant:

Sandra et Richard sont allés s'acheter des pizzas auxquelles il manque deux
morceaux a chacune. Ils ont acheté le méme montant de morceaux. Sandra a
trois pizzas incompletes et Richard a 18 morceaux plus une pizza incompleéte.
Combien y a-t-il de morceaux dans une pizza compléte?

En suivant la méme idée quau ni-
veau semi-concret, I'éléve commence par =3
enlever le terme «p-2» des deux cotés de
l’équation Ce terme est vu comme un blog; ’P =) - I 8
apres, 'éleve complete les deux plzzas agau- L %
che et donne quatre morceaux 2 droite. ’F__l 4_3 =2 =2l
Puis, il divise par le nombre de pizzas com- ”
pletes et obtient le résultat.

Y

Extrait 6b

La conceptualisation du terme algébrique «p - 2» et I'action d’élimination
de celui-ci provient de la signification concrete du terme. Il'y a cependant des cas
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ol éleve arrive A écrire une équation du type «3p - 6 = 1p - 2 + 18», qui est résolue
comme suit: on ajoute les 6 termes qui manquent A gauche; 2 droite, on ajoute deux
au terme «1p - 2» et les quatre qui restent sont ajoutés a 18. Cela se produit chez
Péleve le plus «fort» en mathématiques. Cette observation suggere que cette étape, qui
est pas franchie par les autres éléves, pourrait étre conduite ou préconisée par le pro-
fesseur lui-méme en relation avec les «moins forts».

Une autre stratégie de résolution qui montre les traces du concret sur le symbo-
lique est celle que nous avons appelée «la stratégie un par un». Elle consiste 2 élimi-
ner, afin de garder I'égalité, un objet de 'ensemble de gauche et ensuite un objet
semblable de 'ensemble de droite; et on recommence. Par exemple, dans un des
problémes des cartes (un probléme qui meéne a Iégalité «3 enveloppes + 4 cartes
= 2 enveloppes + 6 cartes»), I'éléve va, au niveau concret, éliminer une par une les cartes.
CelaPamene 4 la situation «3 enveloppes = 2 enveloppes + 2 cartes»; ensuite, I'éleve
enleve une enveloppe de chaque ¢oté, puis une autre, et arrive A la réponse «1 enve-
loppe = 2 cartes». Remarquons que, chez les autres €éléves, il y a une tendance a se
défaire des enveloppes en premier; mais le principe est le méme.

Quelques jours plus tard, quand la séquence d’enseignement est rendue au
niveau du symbolisme, I'éleve écrit:

3e+4=2e+6
puis, elle biffe une enveloppe et une carte, ce qui 'amene :
2e+3=1e+5
puis, elle écrit:
le + 3 (qui provient de I'élimination d’un «e» faite au membre gauche).

Or, n'ayant plus de «e» 2 droite, aprés 'élimination du «e» dans «le + 5», [éleve
ne sait plus comment s’y prendre pour continuer (voir extrait 7).

Cet exemple est intéressant d’un autre

point de vue. Lanalyse de la séquence vidéo z@{- % =~ 7 ﬁ " 6

montre que Iéleéve perd le sens des actions e 3 73
entreprises. L'égalité sous-jacente, qui était l@ r 5
I'axe de la démarche, est perdue. Uéléve ne peut Ietd

plus associer un sens aux termes «le + 3»,
c'est-a-dire le membre gauche transformé
et «5» qui est le membre droit transformé.

Extrait 7
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Cette éleve avait été 'une des premidres A avoir biti une systématisation des
actions utilisées 2 la résolution des problémes aux niveaux concret et semi-concret
(suppression un par un des termes semblables de chaque c6té de 'équation). Au
niveau du symbolisme, cette systématisation, quand elle est extrapolée, entre en
conflit avec I'évolution du probleme. Clest que la signification du résultat des
actions n'est pas évidente en elle-méme, car le résultat des actions est enregistré ici
a l'aide de lettres («3e + 4» devient «2e + 3» puis «1e + 3»); cela exige soit d’abandon-
ner le contexte lui-méme, soit d’étre en mesure d’établir des liens entre le symbo-
lisme et le contenu sémantique & chaque moment.

Or, abandonner le contexte exige d’élever les actions au-dessus des significations
concretes auxquelles elles sappliquent (bonbons, cartes, pizzas, etc.) et donc de rendre
ces actions abstraites. Il est clair que cette éléve n’a pas réussi A atteindre ce niveau
d’abstraction.

La classe réguliére

Comme nous I'avons dit antérieurement, une classe réguli¢re de neuvieme année a
été soumise 4 la méme séquence d’enseignement que le groupe d’éleves du Centre de
ressources dont nous venons d’analyser la démarche. Les observations prélevées dans
la classe réguliere confirment ces résultats. Au niveau semi-concret, les stratégies de
résolution de probleémes sont calquées sur celles développées par les éleves au niveau
concret. Gréce a sa matérialisation concrete, I'inconnue est facilement saisie; de plus,
les actions sont intériorisées en termes de conservation de I'équilibre entre les deux
plateaux de la balance, équilibre qui, au fur et & mesure que les éléves résolvent des
problemes, est pensé de plus en plus en termes d’une égalité numérique abstraite.
Lors du passage au symbolisme, nous avons pu remarquer 2 nouveau une diversité
de difficultés quont certains éléves A résoudre les problemes posés. Une de ces diffi-
cultés, qui n'a pas paru dans notre groupe du Centre de ressources, concerne I'impos-
sibilité éprouvée par certains éleves d’intégrer objet inconnu (par exemple, une
enveloppe) dans un processus de résolution, deés que cet objet est représenté par une
lettre, Cest-a-dire par un symbole. La seule fagon de se tirer d’affaire est de retourner
au niveau semi-concret, d’y résoudre le probleme, puis de transférer la solution
isomorphiquement au niveau du symbolisme.

Voici un extrait du dialogue entre une éleve et lenseignante, dans un probleme
appartenant 2 la catégorie des enveloppes (et dont 'équation est «3e + 1 = 2e + 5»).

Lenscignante Essaje de le faire sans faire le dessin pour commencer. [Elle voit que I'éléve
hésite; alors elle dit:} Penses-tu que tu vas pouvoir le faire?

Léleve Non. J'ai besoin de faire les dessins.

{Ellc fait les dessins qui traduisent P'équation, puis dit:]
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s o .. . N
Jenléve mon surplus; donc, jenléve une carte. Si je le fais de ce coté-ci, je
dois le faire de 'autre.

Alors, 14, je peux enlever des enveloppes des deux cbtés; alors, tu as une enve-
loppe égale & quatre cartes.

Lenseignante OK. Maintenant, fais-le-moi avec des lettres.
Léleve 3e+1=2e+5

Jenleve une carte ici; donc [elle revient 4 son équation et y inscrit Paction
d’enlever la carte; I'équation se voit comme suit:]

3e+1-1=2e+5-1,¢égale3e=2e+4.
[Maintenant I'éléve se prépare A enlever deux cartes de chaque coté de I'égalité:]

Comment est-ce que tu dis [Cest-a-dire «tu écris»] que tu enléves deux enve-

loppes?
Lenseignante Comment as-tu fait pour enlever une carte? Tu as fait un moins un.
Léleve Ah! [a ce moment, elle comprend et écrit:] 3e - 2¢ = 2e - 2e + 4, le = 4.

Apres ce probleme, on a demandé 4 cette éleve de résoudre un probleme de
demi-sacs et de sacs en utilisant des lettres. Faute de pouvoir le faire, il lui a fallu
recommencer par résoudre le probléme au niveau semi-concret; ce n'est qu'a ce
moment qu'elle a pu tenter la résolution du probléme au niveau du symbolisme.

Enfin, une autre difficulté observée dans le groupe régulier a été celle de la
. . b b M
symbolisation d’un sac et d’un demi-sac. Alors que, dans le groupe du Centre de
ressources, les éléves ont opté pour les représenter par «o» et « ¥4 s», respectivement,
dans le groupe régulier, quelques éleves ont choisi «s» et «d», d’apres la premiere
lettre du mot en question. Cerrtains de ces éléves n'ont pas réussi, faute d’avoir pu
établir la relation numérique reliant «s» 2 «d», Cest-a-dire «2d = s».

Conclusion

Le langage algébrique moderne a ceci en commun avec les premiers langages
écrits: ils ne tiennent pas compte exactement du langage parlé. Le langage algébrique
échappe a une transcription compléte du «dit» et ne retient — a la maniere des
premitres tablettes sumériennes — que quelques idées clés. Mais, a la différence
des textes narratifs, le langage algébrique n’a pas seulement un réle de traduction
descriptive; il vise le dégagement des renseignements clés non en relation aux objets
eux-mémes (Pierre, Marie, etc.), mais plutot en termes des relations quantitatives
(arithmétiques, géométriques, etc.) qui existent entre ces objets. Il ne se soucie pas
d’érre fidele dans sa traduction, mais efficace lors de la résolution du probleme.

Or, lefficacité est un sous-produit: elle permer de faire mieux (par exemple,
aller plus vite) ce qu'on savait déja faire (penser, par exemple, au probleme baby-
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lonien) et, éventuellement, d’aller plus loin (par exemple, trouver de nouveaux
movyens, faire face 2 de nouvelles situations, etc.).

Lhistoire de I'algeébre montre en effet que Cest un souci d’efficacité qui a
amené les anciens mathématiciens 4 développer le langage algébrique: il émerge
comme une abréviation du langage parlé. Par exemple, Diophante a utilisé le
symbole & pour désigner I'inconnue car, d’aprés Heath (1910), cest une décli-
naison de la derniére lettre du mot grec arithmos (Ap1OUSG). Les Maestri d’Abaco
du Moyen Age italien ont souvent utilisé «co.», 4 la place du mot cosa (chose), et
ont écrit «p.» pour désigner le mot «pit» (plus). Notre symbole moderne de racine
carrée,\/‘, est une dégénération de I'abréviation «» du mot «racine» (en italien
«radice») qu'on écrivait au long et qui rendait les textes plus longs.

Le but du symbolisme était donc d’effectuer les calculs d’une maniere plus
économique.

Le symbole, dans notre séquence didactique, a suivi cette méme direction. 11
a ét¢ introduit comme un moyen pour faciliter les calculs.

Sans doute, un des moments décisifs, dans 'apprentissage de I'algébre, est
celui ot 'on arrive 4 détacher 'objet représenté de sa représentation symbolique.
En effet, Cest grice a cette éclosion que le symbole acquiert une autonomie et une
vie propre. Cela signifie qu'il se produit une rupture avec une fagon d’agir et la
naissance de nouvelles relations entre 'objet et son symbole. Or, ceci est d’autant
plus difficile 4 accomplir que (tant au point de vue de notre séquence d’enseignement
qu’a celui de Phistoire) les premiéres relations entre I'objet et sa représentation, baties
sur une quasi-superposition des deux, ont été fructueuses.

Est-ce que nos éleves ont pu arriver a détacher 'objet, cest-a-dire I'inconnue,
de sa représentation? Il est difficile de donner une réponse catégorique. Il semble
que le probleme doit étre envisagé en termes de relations objet-représentation qui
se construisent au cours d’un long processus. En effet, nous avons mis en évidence
une premieére relation entre I'objet et sa représentation: elle se situe dans la perte
des proportions métriques; une autre relation, plus difficile, se produit pour I'écart
qui se creuse entre 'objet comme contenu conceptuel et sa représentation. Nous
croyons qu'il y a seulement un éléve — parmi notre groupe de six éleves en difficulté
— qui a su le faire (voir extrait 3; le comparer a l'extrait 7: I'échec auquel I'éleve se
heurte est di & 'impossibilité de gérer le symbole au-dela de sa signification con-
crete.).

A la lumiére des résultats, il semble que, devant la base des problemes proposés,
cette éclosion ne sera possible que chez certains éleves. Pour aller plusloin, il serait
nécessaire de faire une intervention didactique probablement au moyen d’autres
problemes.
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Mais l'apprentissage de I'algébre n'est pas lié seulement au développement de
I'idée d’inconnue, mais aussi a I'utilisation des régles de base, cest-a-dire celle de
I'al-gabr et 'al-muqabala. Ces régles doivent aussi étre 'objet d’une abstraction.
Nous avons vu que, aux niveaux concret et semi-concret, cela se faisait assez facile-
ment. En revanche, au niveau du symbolisme, cela posait des problémes a certains
éleves. Lutilisation de ces régles, dans un contexte symbolique, demande un con-
trble supplémentaire qui ne va pas de soi.

En résumé, notre séquence d’enseignement a permis aux éléves de créer eux-
mémes leurs propres stratégies et leurs propres symboles. De plus, notre séquence
a permis aux éléves de donner un contenu au symbole. C’est un point qui mérite
d’étre souligné. En effet, un symbole doit représenter quelque chose de concret.
Clest le principe sur lequel repose la construction des représentations symboliques.
Un symbole, sans appui sur le concret (ou sur un autre symbole A contenu séman-
tique non vide), ne représente rien: Cest juste un trait. Comme nous I'avons dit
au départ, nous concevons que I'apprentissage des mathématiques repose en grande
partie sur la construction, 2 la fois individuelle et sociale, des relations entre les
objets et leurs représentations.

De cette perspective, chaque relation ouvre un monde de possibilités, méme
si ce monde n’est pas tres grand, comme cest le cas des relations qui paraissent au
niveau semi-concret'?; mais, en méme temps, chaque systtme de relations «objet-
représentation» établit sa propre frontiere qui n'est franchissable qu’au prix d’un
changement conceptuel.

NOTES

1. Ce travail a été subventionné en partie par FCAR n® 95ER0716, Québec, et les Fonds de
recherche de I'Université Laurentienne, Ontario. Nous tenons A remercier M™ Brigitte Caveen.
Nous tenons aussi & remercier M. Guy Lehoux et ses éleves: Kevin Guy, Kevin Fraser, Jean
Desjardins, Mireille Spencer et Eric Grégoire, qui ont rendu possible 'enregistrement vidéo
de la séquence didactique présentée ici.

2. Pour fixer les idées, rappelons I'exemple classique de Rosnick et Clement (1980): «Il y a six fois
plus d’érudiants que de professeurs  cette université»; la tiche consiste & traduire cette expression
qui est donnée du langage naturel au langage algébrique, en utilisant S pour représenter les étudiants
et P pour les professeurs.

3. En effet, la représentation d’un objet apparait, chez Platon, comme un moyen d’accéder 2
I'idée préexistante, Cest-a-dire A I'eidos ou la Forme. Clest précisément ce role-la qu'ont les
figures imprécises tracées par les géometres sur le sable ou les parchemins dans La Républigue
{voir Livre VI, 509¢ ff).

4. Dans les problemes babyloniens, b était un chiffre donné; d’autre part, 1« signifiait la nm™

partie du nombre cherché (qui était, par exemple, le poids d’une pierre).”
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5. Pour fixer les idées, supposons que nous avons 2 faire au probléme x + - x - ¢ Prenons comme
fausse position, c’est-2-dire comme solution provisoire qu'on sait étre fausse 4 priors, le nombre
11. En substituant cette valeur dans le premier membre, nous obtenons 12; or, on voulait 6. Donc,
on est arrivé au double de ce qu'on cherchait. Il faut donc réduire de moitié. On applique la méme

réduction 4 la fausse position ou fausse valeur 11; donc, le résultat cherché est % .

6. 1l Sagit du Traité concis sur les régles de l'al-gabr et de l'al-muqabala, écrit 3 Bagdad vers 833.

7. Il faut se rappeler que les mathématiciens d’autrefois wétaient pas toujours cohérents dans
Putilisation des regles; le Traité concis d’al-Khwarizmi donne, dans certains passages, un sens
différent 4 la régle de 'al-muqabala ainsi qu'a celle de I'al-gabr. Il faudrait placer ces incongruités

g . . q q 3 t M b re ’ . M Y
dans un contexte historique pour comprendre qu’il s’agit d’une étape de systématisation d’une
: orique pc p q p Y
connaissance transmise jusqu'alors de fagon orale.

8. Développé par Borenson and Associates, P. O. Box 3328, Allentown, PA, 18106, Erats-Unis.
9. Distribué par Exclusive Educational Products, 243 Saunders Road, Barrie, Ontario, L4M GE7.

10. Notre séquence difftre de certaines approches proposées précédemment — et qu’on retrouve
parfois dans les textes scolaires — ol il est question d’utiliser comme représentation de l'inconnue
un petit carré, [], qui cache le nombre cherché. Ce carré est par la suite remplacé par une
lettre (voir, par exemple, Herscovics et Kieran, 1980). Qutre le cheminement progressif que
suit notre séquence & propos des représentations, il y a des différences sur la conceptualisation
de’équation. En effet, dans ces approches-1, I'équation est déja donnée; elle est un objet mathé-
martique per se. Pour nous, l’obje[ équation est un outil pour résoudre un probléme. De ce fair,
il ressort aussi que la conceprualisation de I'inconnue est trés différente dans 'approche que
nous proposons.

11. On n'avait pas, a l'intérieur du groupe, une hiérarchie de type «expert.

12. Remarquons toutefois gue ce monde de possibilités a été assez grand pour permettre aux
éleves de traverser sans difficulté la coupure didactique (au sens de Filloy et Rojano, 1989).

Abstract — The introduction of algebra to students in formal school environments is most
often presented by requiring mastery of a complex symbolic language which has little signi-
ficance for the student. The authors present a teaching sequence which offers an alternative
means for introducing algebra. An analysis of the verbal reports of two groups of grade 9
students {Secondary III) showed that these students construct basic algebraic concepts
within a context of problem-solving, and then begin to create symbolic concepts.

Resumen - La introduccién al dlgebra se hace frecuentemente imponiendo al alumno el
dominio de un lenguaje simbdlico complejo y sin una significacién precisa. Presentamos aqui
una alternativa estructurada en torno de una secuencia diddctica. El andlisis de la verbalizacién
de dos grupos de alumnos de 9° afio (3¢ de secundaria) sefiala que los alumnos llegan tanto
a construir las ideas algebraicas bésicas dentro de un contexto de resolucién de problemas
como a simbolizar de sus ideas.

Zusammenfassung — Bei der Einfithrung in die Algebra wird vom Schiiler sehr oft die Beherrs-
chungeiner komplexen symbolischen Sprache ohne genaue Bedeutung auferlegt. Wir schlagen
hier eine Alternative vor, die in eine Unterrichtsreihe gegliedert ist. Die Analyse der Auflerungen
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von zwei Gruppen von Schiilern der neunten Klasse (dritte Klasse der Mittelschule) ergiebt,
daff diese innerhalb einer Aufgabenlssungssituation selber algebraische Ideen konstruieren
und diese Ideen symbolisieren kénnen.
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